oR 


第 二 部 分 解析 函数 论 的 应 用 
A A 


6.1 物理 学 中 的 Laplace F £8 - 

位 状 论 的 主要 部 分 是 研究 调和 两 数 的 。 三 灯 调 和 本 数 是 在 
三 维 空间 某 个 域内 满足 Laplace 方程 uss 十 w+ os 二 0， 且 在 域 
的 边界 上 满足 一 定 条件 的 丽 数 。 如 果 由 于 某 种 理由 ， 已 知 丽 数 
u 与 第 三 个 坐标 = EK, WAT HE Laplace WE u,.+uy=0, 
我 们 已 知 -个 复 变量 的 解析 画 教 的 实 部 《或 感 部 》 在 其 解析 域 
内 满足 一 礁 Laplace 方程 。 由 于 这 个 原因 ， 解 析 丽 数论 在 二 杂 
位 势 论 的 研究 中 成 了 有 力 的 工具 。 在 这 一 章 中 ， 我 们 将 从 这 个 
观点 来 研究 位 势 的 理论 ， 并 说 明 着 干 典型 的 边 秆 问题 是 如 何 解 
决 的 。 在 讨 座位 势 论 的 开始 阶段 ， 我 们 首先 考 虚 某 些 常见 的 物 
理 问题 ， 从 这 些 问 题 ， 可 以 导出 调和 而 数 。 i 

流体 动力 学 ”考虑 三 灯 空 间 的 一 个 部 分 ， 它 为 某 种 均匀 流 
体 所 占据 。 设 流体 以 速度 v(x,y,z,t) 流 动 ， 这 个 速度 是 流体 
中 靠近 点 (x,y,z) 的 一 切 分 子 在 时 刻 t 的 平均 还 度 。 设 在 时 刻 
t 在 点 (x,y,z) 处 流体 的 密度 是 pol, y, z, t), CRER t A 
在 点 (x,y,z) 处 每 单位 体积 内 的 怖 量 。 在 上 述 区 域 中 考虑 任意 
的 具有 光滑 曲面 3 和 男 定 的 体积 挛 ， 在 上 上 时刻 ， 此 体积 中 流体 
的 总 质量 为 


M(H = Monen: dy dz. 
v 


得 于 体积 是 固定 的 ， 故 单位 时 间 内 质量 的 改变 完全 是 由 于 质量 
RARER, E 


4z 


Sx 


图 s. 1.1 
BREV AURRA BEZ, 流体 除 通过 曲面 5 外 ， 流体 
没有 其 他 方式 进入 或 离开 体积 7 
”考虑 罕 间 一 体积 元 素 ， RUKH As, Ads, 见 图 6.1.1， 


设 在 此 体积 元 来 中 所 有 分 子 的 速度 是 ( 竹 ; 0，0), 并 设 其 总 质 


HH dm, 在 时 间 间 隔 OA, ARR Am 的 流体 流 经 面积 
为 a Az 的 由 而 ， BND 22 Br 给 体积 元 素 的 一 端 。 显 见 


4m dm dr 
nh AV 845 


. = pv AS, 
其 中 N = Ar Ay dz, AS= dr- Ay, HE v, REET 
AS 的 速度 分 量 。 同样 


2 


- 


a 


是 质量 在 六 内 每 单位 时 间 内 的 改变 量 。 它 是 由 密度 为 p 及 速度 
V 的 流体 穿 过 面积 元 素 dS 而 引起 的 ， 其 中 入 是 指向 内 的 单位 
法 向 矢量 。 沿 太 的 整个 表面 积分 ， 则 得 全 部 质量 在 流体 穿 过 曲 
miS 的 变化 率 ， 


由 于 在 MARR, ROTEL 类 的 两 个 表达 式 等 同 
起 来 a f 
aE -| 部 F dr dy dz= eal 
应 用 曲面 积分 的 散 度 定理 ， 并 注意 它 是 条 用 指向 外 的 单位 
法 线 矢 量 ， 故 有 


Nre +V (V) dz dy c din 


FY RR OHA RRR Rae, FMAM ATE 


ge. +V¥:(eV)=0 


AERDEN e AK He A Ro 


Hio. 

设 C 是 三 ZH AIT, BTEC 上 的 
ACR, HME MOAI REMKBMAC 上 某 一 
EES AY ES Ae a) i 


XA: 


9 VF:.Tds= | v,dz—v,dy+v,dz, 


ESHEME. CF TRAR C HFH ER, 其 中 工 是 
C 的 长 。 假 设 流体 所 占据 的 区 域 品 是 单 速 通 的 ， 并 且 设 沿 每 一 
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MAHA HAYES. FRM TON BAR A DE 
请 曲线 C ， 均 有 
[v dr+v, dy+v, dz=0. 


因此 ， 存在 一 个 画 数 olr, yz, t), te FH v Fa HT a 


wee. $B, 再 设 流体 是 不 可 压缩 的 ， 即 Pp 不 随 


时 间或 空间 坐标 的 变化 而 改变 。 则 Op/dt=0, WE 性 方程 变 
te pV-¥=0, V-V 代入 ， 则 得 

V-Vb=V'd=0. 
SURALREM, OV SHER, Ate RAS, € 
HME rv, Bik 

py byy+b.2=0 | 
因此 满足 Laplace HH. BA. FARE MONE, ME 


度 不 依 顿 于 第 三 个 变量 > ， 则 存在 一 个 二 朵 速度 执 ee 使 


得 V?¢=0. —: 
在 xy HEARD A. 设 4 Pert 数 f(z) 
的 实 部 ， it 
. f()=d(z,y) +i¢te,y), 


HEEDA f'(2) #0, HHA d=c,, poo. 是 两 族 互相 正 交 的 | 


Hye, HR p=c. 的 法 和 失 量 是 (0¥/0z，9#/19y)， FE HR Hie 
FACS RRERTEAMMERE, 即 
wy — J$ Ov , 06 oy 
Sa ma o doa do 


_ 26.26 , 06.06 _, 
Or an ‘Oy ðr | 


。 在 这 情况 下 ， 称 流体 是 无 旋 的 。 
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HIE RA, wb y= c BRADMAN. BIR 
数 % 为 流 画 数 。 若 流体 流 经 一 个 刚性 的 边界 ， 由 于 流体 不 能 穿 
进 这 边界 ， 所 以 这 边界 必 是 流体 的 流 线 。 因 此 问题 就 变 为 求 流 
画 数 多， 使 得 在 给 定 的 边 办 上 可 以 用 方程 区 =c 来 表示 。 一 且 
找到 这 个 流 丽 数 ， 速 度 便 可 确定 如 下 ， 


BK f(z) 称 为 复 速 度 势 。 

例 6.1.1, ERER 1(z) 二 U(z+1/z) 代 表 一 个 流 经 于 多 
为 1 的 园 柱 体 的 均匀 流动 ， KRU IEDR ER BW 
d(x,y)=Re(f(z)). 则 


(x,y) = u(++ trž) 


对 于 充分 大 的 到 十 所， $i wTUr, Miffv.=U, v,=0 
At, FERRI me, MRD RUSE, SREY 
方向 指向 x VIE 靠近 原点 ,流动 是 不 均匀 的 ， 部 流动 受 
到 障碍 物 的 和 干扰。 考虑 音 位 园 = 一 cosg-+isiag， 这 时 
f(z2)=U(cosd + isin€ + cos@ ~ ising) = 2U cosh, 
因此 ， 单 位 国 是 流 线 #% 一 0。 由 于 流动 是 与 单位 A, kA 
bd AY LA PE AE A ERR FAL 6.1.23: 表示 了 这 种 流 
动 的 一 些 流 线 。 
热传导 设 三 维 空间 内 某 个 区 域 也 为 一 均匀 物体 所 占据 ， 
FRE, y 2) RNAI t HAMA A uz,y,2z.0. 实验 
WA, 含 于 体积 元 素 Jdxdyd4z, FAB EY, 温度 为 u 的 
热量 是 Ee 


图 6.1.2 
coundzdydz, 


其 中 <。 是 物质 的 比 热 。 我 们 假设 这 比 热 是 常数 ， 若 天 是 五 中 的 
为 一 光滑 曲面 所 围 的 固定 体积 ， 则 含 在 玉 中 的 总 热量 为 


H(t) = ff feou dx dy dz, 


Hip RRE, WK, 24 ii BE u 随时 间 变 化 时 ， REV HH A BL 
RHEE 
aaj cp Sides dy dz, 
SME HA Bi BLT AS 的 速率 是 

: KYu-: Nds, 
REK BARS HRA, Vu 是 面积 元 素 d5 上 的 进度 B, N 
ZH Bie eH. BEV AMAR Me, WE 
内 热量 的 总 变化 是 由 于 热量 穿 过 曲面 5 而 引起 的 ， 因 此 
罕 - 川 。 potas dy dz= - fetvu Nas, 
Sesh A A PE Fa Hb KEEN, 
则 有 


MIE- -kVžu|dx dy dz=0. 


负 于 这 式 对 于 域 姜 内 每 一 个 具有 光滑 表面 的 不 管 多 未 小 的 体积 
天 都 成 立 ， 所 以 在 忆 中 被 积 西数 必然 为 雾 。 因 此 温度 * 必 满 是 
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e PE 


ry Q 


2,, COU 
Wt 


它 叫做 热传导 太 各 。 


若 设 某 一 导热 物体 由 于 热量 穿 过 它 的 曲面 对 热量 的 获得 5S 
散失 完全 平衡 ， 因 而 达到 一 种 稳定 状态 的 温度 分 布 ， 则 2， 5 t 
BR, Mii V?u=0. 因此 ， 在 稳定 状态 下 温度 分 布 为 调和 
HK. 

设 在 所 给 物体 中 ， 稳 定 决 态 的 温度 分 布 与 第 三 个 变量 > 无 
关 ， 则 可 把 温度 x《z, 奶 表 为 两 个 变量 的 调和 ER. iu 是 复 
变量 z 的 解析 西数 的 实 部 ， 则 

= 二 
等 温 线 u(x,y) 二 cl 与 梯度 Ve 垂直 ， 而 梯度 确 定 热传导 的 方 
向 。 因 为 曲线 vy) =c: 与 wu 的 方向 一 致 ， 所 以 这 些 曲线 
是 流 线 ， 序 热量 沿 着 这 些 曲线 传导 。 

PAMANMA ML RBA) 热量 以 锥 持 边界 上 特定 的 
TARE, 则 说 有 了 一 个 边界 条 件 , 即 在 这 边界 上 的 温度 是 给 定 的 。 
若 以 一 特定 的 速率 向 物体 的 边界 加 上 或 移 去 热量 ， 这 与 给 定 温 
度 的 梯度 的 法 向 分 量 Vu N 相同 ， 这 是 另 一 种 可 能 的 边界 条 
件 。 第 三 ee eee 


中 时 产 生 的 ， 镶 射 律 确定 了 


Vu: N= ae w) 
mae, C a 与 周围 介质 温 
度 Wo Zee oF 
例 6.1.2, oR — PH Aol MBE Se, 其 中 
假定 其 曲 边 边界 完全 绝热 ， 而 直 边 边界 的 一 竺 HIE, T 
A CREPE 100" ， 并 设 趾 园 板 的 顶 面 与 底面 都 是 完 全 绝热 
的 ， 因 而 热 的 传导 纯粹 是 二 从 的 ， 详 见 图 6.1.3. BA RM 


” 政 求 如 下 的 耳 数 ， 它 是 菜 解 析 丁 数 的 实 部 ， 而 在 边界 上 具有 上 
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述 的 的 边界 值 。 现 在 ，arg z 在 上 站 平面 内 从 0 变 到 县 与 
r= lel EZ u=cargz, iE r= aise = 0. 从 而 + 在 边界 的 
曲 边 部 分 满足 边界 条 件 。 西 数 


od lt 


f= = loga = = arga z 


KARRIER. 这 是 因为 ulz, y) = 《1001rjargz 是 上 PE 
TARTEA 实 部 ， 如 果 规定 - /2<argz<3mp2， wen 
ETE EM ALY, 而 存 负 宁 办 上 取信 100, 在 下 一 节 中 我 
们 将 证 明 如 果 边 值 问 题 有 解 ， 则 解 是 唯一 的 。 ` 

静电 学 实验 表明 ， FER AUER — Mi 定 的 负电 荷 
e, WERE, y DEt e 将 被 排 床 ; 排斥 力 的 分 量 是 
ee, Kety/r*, ce BEKAS Re HF 


与 路 径 无 关 ， 这 个 力 志 是 保守 力 增 ， MEAS 
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- og Lge o 


人 


Ke? 
DET Fy? +22? 


EE 


t Kerl. = -dd/dx, Ketyfri=—ddb/dy, Keta/r? = 


-òġ/òz. RHA, REAR, 6 是 调和 的 。 
考虑 一 条 无限 长 的 沿 着 = 轴 放 置 的 导线 ,其 上 均匀 带电 ， 
电 共 密度 为 2。 则 在 点 (z,y,2) 处 的 电荷 e 受到 一 个 排斥 力 ， 


FARA: T 
u +» xKepdt _ 


to  ¿Kepdč 
F,=| >f i 
-7 [x+y + E 2") meas aaa 
_ 2rKep 
ety”. l 
yKepdé to yKepdt 
F, -全 l 5 -| Re 
-fatt E- tt 
_ 2yKep 
a? +2? 3 
ref’ -_C-OKepdt I tKepdt 7 
| O Le aes ysey? 


因此 ， 为 与 z 无 关 。 而 且 这 二 崔 力 场 仍然 是 一 保守 力 场 。 这 是 
因为 线 积分 - 


| ane (xdx+tydy) © 


与 路 径 无 关 ， 所 以 存在 一 个 势 匡 数 $(x,y) = 一 天 eologr 
= -2 Keplog Vx 十 妨 。 同 样 也 容 多 证 明 除 原点 外 ，$(x,y) 
是 调和 的 。 

设 3 为 一 无 限 长 的 柱 面 的 曲面 ， 柱 体 的 轴 秋 本 于 zy PH 
县 与 xy 盏 面相 交 成 一 简单 闭 曲 线 C。 假 设 电 荷 在 曲面 上 的 分 
- 布 是 使 得 在 S 上 的 静电 位 仅 是 C 的 弧 长 的 丽 数 g(s)， 即 静 

9 


电位 与 > 无 关 。 这 等 价 于 沿 着 z 轴 方 向 有 一 族 带 有 均匀 密度 的 
线 电荷 。 因 此 在 S 内 的 电位 与 z 无 关 而 满足 二 准 拉 普 拉 斯 方 
程 加 -十 gs=0. TEC 土 的 边界 条 件 是 %=9(s)， 这 个 边 值 问 
题 序 所 请 的 Dirichlet 问题 ， 见 图 6.1.4. 


图 6.1.4 


例 6.1.3. 平板 电容 器 是 由 两 个 无 限 大 的 互相 平行 的 金属 
板 组 成 的 ， 丙 板 之 间 的 距离 为 。 在 这 两 金属 板 上 联 一 电池 使 
得 一 板 的 电位 为 0 伏 ; 而 另 一 板 的 电位 为 10 伏 ， 问 在 两 板 之 
间 的 电位 分 布 是 什么 ? 这 个 问题 是 一 个 二 亲 问 题 ， 即 是 求 一 个 
RK %(z, 切 ， 使 它 在 0<z<1，- co<%<+co 内 是 调和 的 ， 
在 0 和 rz 和 1，- co<y<co 上 是 连续 NH, HA 满足 边 界 条 件 
-$00,y=0, 1, =10,.—-4+ BM 为 见 的 解 共 是 线性 西数 
有 多 =10z， 这 画 数 满足 一 切 条 件 。 注 意 10r= -Re(10z)， AE 10z 
显然 在 给 定 的 带 形 城内 是 一 个 解析 醒 数 。 

在 物理 学 中 的 许多 地 方 都 会 迁 到 Laplace 方程 。. RIRE 
—— FI. Meh, EARR GRADITE. P i 热传导 方程 
V2u=adufot; W oh A B Vu =a u] ðt, Poisson 方程 
Vu=f lzy, 2 RAE VCT u) =0 SE, Laplace 方程 的 解 
都 是 很 重要 的 。 
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本 题 6.1 


1. 试用 下 面 两 种 方法 导出 Viw 在 极 坐 标 采 中 的 表 
达 式 。 | 

(a) M Cauchy - Riemana 方程 的 极 上 坐标 形 式 中 消去 v; 

(b) 利用 变换 x=rcosð, y=rsinĝ, 计算 9 + 

2, 利用 极 坐 标 解 例 6.1.3. 

3. 设 电 容器 是 由 一 无 限 长 的 什 允 为 6 Ha mH ak 
放置 的 无 限 长 的 竺 径 为 a 的 细 导 线 所 组 成 ， 现 设 将 电容 器 充电 
使 桂 夯 的 电位 达到 10 伏 ， 而 使 细 导 线 的 虽 位 为 0 伏 ， 求 此 电 
容器 内 部 的 电位 。 提 示 : 根据 对 称 性 , 解 和 6 无 关 。 

4, RRA RANA ARAMA. KB HE 
v 平行 于 它 的 一 个 面 。 提示 : 用 变换 w=, 把 2 平面 的 第 -- 
象限 映射 到 + w PAY 上 宇平 面 上 去 。 


6。 2 Dirichlet 问题 


我 们 将 考虑 位 势 论 中 儿 个 边界 值 问题 ， 这 些 问 题 ， 正 如 在 
上 一 节 中 所 指出 的 ， 在 物理 学 中 有 许多 应 用 。 其 中 最 重要 的 
是 Dirichlet 问题 。 | 

Dirichlet 问题 ， 设 万 为 一 有 界 域 , 它 是 由 有 限 个 五 不 相交 
的 单 闭 曲 线 C, 所 围 成 。 设 u(x,y) EDUC UC,U UC, PE 
oy FEIR u fe Dep ASE AY SK, A. + yy =0; 
又 设 在 4 个 线路 C, 上 定义 了 n ERAAI. ARERR 
Pe, ELEC, 上 取 值 g;. 

定理 6.2.1. #7 Dirichlet 问题 对 于 给 定 的 域 吕 及 一 组 莉 
Beg: 有 解 ， 则 解 是 唯一 的 。 

证 考虑 两 个 在 域 吕 的 整个 边界 上 取 相 同 的 边界 值 的 画 数 

ii 


ty lun WW =u -u 在 履 中 解析 并 在 边界 上 取 零 值 。 根 据 
PRT SEB RA AR RE, VW eR DNR LRA 
huhi KMRBGEDAW =0, WT u =u. 
定理 6.2.2, Dirichlet 问题 对 于 园 域 |z| CRA. 8 
gH HTF SKAK HS HK, ME 9(0) 一 g (2x)， 刚 
1 (7*_ (R? -r?)g)dọ 
Ta Qn | R? +r? — 2Rr cos(8-— ¢) 
在 0<r<R,0<b<2r 内 是 调和 的 ,并 上 且 有 R,0) = lim u(r,0) 
=g(0). a Boe Pi 3 
TERA 根据 定理 3.4.2, JA 3.4.3， 以 及 定理 3.6.1, 
可 得 如 下 的 结果 ， 凡 在 |z| <R 内 解析 且 在 |e] <R eR 
数 均 可 由 Cauchy 积分 公式 表示 作 ，- a.) 
taal face L Be Re dd 


2xi Jz+e 一 > 2xJo  Ret¥—rei¢ "° 


其 中 加 =r<R. 点 z = Le 在 什 径 为 R 的 网 的 外 部 。 所 以 


omg LO, qc= LARR? gg 


站 Pie F — a 
2zi Jo oz 2x Jo.. Reis — Re ie 
pe 


_ 1 (?7" f(Re'*)re'¢ 
现在 [Ret -re|27=| rei — Re” =R? +r? -2Rr cos(0 — $). 
ik i 
i95 __1 (?"fCRe'*)[R?- Rre4—?] ,, 
PE Qn | R? + 72- 2Rr cos(0 -9) Sks 


an i f(Re'*) [7 - Rre“45?] dé 
~ Zalo R+r?-2Rreos(@-¢) -* 
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i 


HR WAT 


n 1 (2 f(Rei#) (Rr)dg 
(re) = 去 |。 R*+r*— 2Rr cos(@ -0): 


取 其 实 部 ,得 
EA 27- ulR, o) (2-97) dd 
US an Fa ahr cost ~ $)’ 
E enna Poisson 积分 公式 ， XE 


. 数 在 |z| SR Eii, AF jz| =R ERIE IUCR, 


Re, BEAM oO), TERA 


an gb) CR rde _ 
urA = 起 |。 ees ma ere 


可 以 证 明 这 个 丽 数 是 Dirichlet 问题 在 园 内 的 解 。 为 要 证 明 它 
在 园 内 是 调和 的 ， 只 需 应 用 Laplace 算 子 的 极 坐标 形式 ， 在 积 
分 号 下 微分 。 于 是 ， 对 于 r<<R， 


Wee +, gC) [4 2( re) 
2 2 
Lacie 去 35 lence? $. 
F DEH, 在 个 径 为 及 的 园 内 
Vv? R? = 2 
R? +r? -2Rr cos(@ - ¢) . 
这 里 在 积分 号 下 微分 是 允许 的 ， 这 是 因为 当 7<<R 时 ,， 
(R? — r?) /LR? +r? - 2Rr cos (0-$)] 
REER MARA. ”- BE 
注意 | | 
: ae. 2 一 了 2 ay a 
二 去 | Rr Pasa ay * 


这 是 由 于 图 数 f(z) 二 1 在 国 域 |zl CR 内 是 解析 的 ， HE lz] <P 
上 是 连续 的 。 因 此 


一 0 


13 


2" | g(d) — g (8) ](R? -72) 
u(r,0)- 9(@)= 去 | R +r- 2Rr cos(O -g $) ee 


为 要 证 明 lim ztz 0 一 9g(9)， 我 们 必须 证 明 

lim? lg) - g(6) I(R? ~r?) 

bel Ra oRreo th $b) T O 
出 于 g($) 的 连续 性 ， 对 于 每 一 个 =>0， 个 5 使 得 对 于 
l$- 6| <28, 桓 有 lg($) - ~ g (8) |<e, 


{BS g (OY JER =r?) 1g fie: g(8) \(R?-r?) 
a ss ec $) cy 


o RR? +4r7-2PRrcos(f-d) ae 


3 TICA) -gR - r?) 
T E 十 aes 2Rr cos(@ - 6) dé 


[g($) ~ 9(8)] CR? - 7?) 
= gD = OME) ag 


l =]; ++ Íh; 


HE. 


R? 一 六 2 
ne <f” R? +72 —2Rr cos(O- $) Be 
RF lH <M, HIR-+l KA, W 


| 3 R ~ 2 
LARSIN Ri Tr! —oRr cos(@-@) ae 


4 一 4 R? — 72 
<M 
= | R? +r? — 2Rr cosd ay 
R-r? R2-72 
< BE 
2cM 一 一 ea reo SEM Bey cosd)? <e, 
-J [Zl ie 


ax = | 
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和 由于。 是 任意 的 ,这 就 证 明了 lim[xr,0) ~ g(9)1=0. 
定理 证 些 。 . 
推论 6.2.1. RgO 在 0<9<2x LB BBE, M 
2x o(¢)(R? - r?) 
uo Dih Ritr ~ 2Rr cos(0- 3) ae 
TE le CRAM, HART OMARS 个 itt, 对 其 它 
一 切 8 均 有 lim u(r, A=ge), 


证 明 用 与 证 明定 再 6,2.2， 的 同样 的 方法 可 证 4 (+ ,6) 

在 牢 径 为 R 的 园 A RWM, 并且 在 r==R 上 ， 对 于 所 有 使 
SOBR O, u(r, WRH g O). 
例 6.2.1. 试 求 在 区 域 “ | 
= {2} Jz] <1, Im(2)>0} 

Dirichlet 问题 的 解 。 其 中 边界 条 件 为 当 y=0 及 -1<z<l 
jule, y) =0, M24 22+ yr =1 Ba (cy) =1, .我 们 利用 这 样 的 
事实 , AAR OT PE Bic aS AE Hi Ok Ae. 
果 w《z,) 二 Re(f(z)), X B f(z) RER D= fz! A<, 
Im 2>0} RAMIER, FBR PRS C= gH DENEI E 
RB L—AP BH RGSS, FEDEA RRA D PRA 
RHA, MR 2=h 2 o WRK (EHH. 
HAUG, D=Re AON ECR A RR H G, HA 
HE li] = RR 上 取 给 定 的 边界 值 。 利 用 Poisson 积分 公式 可 以 解 出 
Un), 然后 再 用 变换 + 二 Re(h(E)) ,y= 二 Im (h(E)), 就 可 求 出 
wu(z, 太 .我们 分 三 步 来 求 出 g(z)。 BH G=7z+1/2 Æ DHA 
下 站 平面 Im (61) <0, 使 得 -1, i ,1 分 别 上 爱 射 为 -2,0,2， 其 次 
£.=~ 61/2 Ø FEFE Im (é,) <0 RRE EPRE Im) 之 0， 
m - 2,0, 2 分 别 有 映射 为 1,0, - 1, P=, i= (i-i) éE 
EPA Im) ARAA AA |E| CIGAR, ARR - 1, 
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0,1 FRIAS, 1. 把 它们 谷 侠 起 来 ， 得 
l _ 2iz+2?+1 
82-27-11 
MRR : . TE 
一 ;一 TE 
1 二 < 
这 里 选取 平方 根 的 一 枝 , 使 得 它 在 单位 园 PE =1 内 是 解析 的 。 
TUE, 四“ 应 满足 的 边界 值 为 ， 当 larg č <x/2 时 这 =1， m 
pe Ae | : 


“A o AFD O g. 
UG, 1), =A a. 1+ pe gp cos — T) 


JH E=peose, n=psinr, Bit, W224, WESI, 
Mn 1 支 | 一 G ) dg. 
- : gja es 2a Jah +Y. -Gose 5 
EA ipa ae 
26.2.3, WOR AK, Hit RAC. Re 
| parte). 存 及 附 解 析 ， 并 二 对 一 地 把 DUC 映射 到 Wienke 
A A <TC PBL E}=1 上。 Woo oS 


2 
UG: m= sA 5 
是 Duc 内 : Dirichlet 问题 和 的 解 ， 基 中 £=p cos zy) n= p sin zt, 
ERER HONEA E. A uly =U en). 

FE 644i, REHAR Rimana 映射 定理 。 这 个 定 TE 
AAKS TAAA RAAE EN 
一 对 一 地 映射 为 单位 园 的 内 部 ) 。 .:.… 

在 完成 Dirichtet 问题 的 研究 之 前 ， ERO MBA 
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法 导出 Poisson 积分 公式 ， 这 个 方法 提供 了 位 势 论 中 解决 边 值 
问题 的 一 个 完全 不 周 的 方法 。 回顾 习题 3.1.4. 中 的 Green 恒 
等 式 ， i 


IO va) dx db 一 Gs ico — ee es 
A f Š i 


Jop A EA R RET A M O EREE FR 
BERN HIER ARAR HE, us v E AUC 内 有 连续 

的 二 阶 偶 导 数 。 合 4 为 环形 域 p 之 1z| <R, Hu HE Jel <R 
中 调和 ， 并 在 le! =R LRG GO), iy 在 4 的 内 部 为 调和 西 
数 ， 且 在 ia =R ERR. W 


o=| feve -~ yin) dr dy 


=R oc (52). Ra0- K (SE), 


off 的 oo 


我 们 要 求 这 样 -. 个 画 数 w， 使 得 上 式 右 端 的 第 二 个 积分 当 
pO 时 的 极限 值 给 出 4 在 原点 的 值 , 而 第 三 个 积分 当 p> 0 时 趋 
FH. WAM, ZH lim 1 (24) 为 1/2 ifi lim pv=0, 
AA A PCE ELIR IRARRETA RINII 是 - (1/22) lnr. 
显然 

jl abe). pdb= sai T T ; 


PGO 


: ax Ou a plno aha 二 
limf w) Pd 一 J Qn f “(2 ges 


这 是 因为 及 将 在 原点 处 是 连续 的 。 现 在 ，- (1/2z)lar 除 去 


F lel =R 上 v=0 外 ， 满足 一 切 条 件 。 但 是 , 假设 我 们 加 .上 一 

MER A(z, y), KB ACz,y) 在 lel <R 内 是 调和 的 ， FFE 
A(Reosé@, Rsing) = (1/2z) lo R. 

那么 , 营 v= 一 《1/2z) lort+h(z,y), WRK 原点 外 V2v=0， 

CEEE E PATR E il me lz| =R k, v=0, 其 

结果 为 ， - - 


l 2x k a 
u(0,0) = - | 9 (8) a) ， Rag 


ha, GR, mÈ RERE PRS RA AAE A 
Zo= Zot iyo Aby ú E, WA RT HAIR iz] =R lz- zol=P 
REALI TAERE ROTET. AMAR 


orgzo r) = ~ ela | z-z [+ hrs ye Yo) 
Het h EE lei CR PHA BR, HH 
_ h(Reos0 , Rsin®, zo ,yo) =n! CRcosbg ~ zo) +i (Rsint ~ yi)! . 
其 结果 是 AR 
ER -| g o(® S2) p RA? 


为 了 邦 助 我 们 寻求 适当 的 vlr, y, T0 Yo) ， 使 得 在 中 径 为 尺 
的 周 内 调和 的 画 数 x(z, 妃 在 网 内 任意 一 点 的 值 能 够 用 其 边界 
值 Gp ORB, REAM SE: 
3] 理 6.2.1. Foe 与 两 定点 zo M Rore HEK Z 
eA ro/R, RB SASL PY bd |e] =R 
证 明 
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co mew fb f(e- Bey (2 让 


a? + y? — 22x ~ ouye + ri = (2? FU- 2x70— 2yy0 + R*, 
或 . 
2 rå 2 
《2 ee) (4 =R =r» 
ll l oo 
l aty = Rt, | 
Hx, FAB | l 
vz zo Y0) = ~ zi ln ay) F O yo? 
i | Rx z Ey 
ety 7 ) +(y- ar: ) 


4 r=R WER, one 点 zo 处 有 一 -ARENAS 并 且 除 
去 点 z。 外 是 调和 的 。 车 售 z=re cos gr sin, To 一 7 cos, 
Yim roing 则 - 


v=- tr 2rrocos (0— )] | 


1 PED ja E R2= arrycostO-¢)] 


ðv ， > E TA 
Or 2a 只 十 ro 一 2rrocos(O 一 及) 


tig r-r costé- 6) 
mk We ° oe ee 


an a TR? ~ 2rr ocos (0 — ay 
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人 
Ori <r : 2aR R?+r,2-2Rr cosl- 4)’ 


u(xo Wo) = 


(Ri:-ry)}og(0) dé 
2x lo R*+ro%~2Rrocos(O- $)} 


这 就 是 Poisson 积分 公式 这 个 推导 的 重要 性 在 于 它 是 从 Green 
恒等式 出 发 而 泡 有 应 用 解析 栅 数 的 理论 。 丙 数 v(x,y, To Yo) 
起 了 特殊 的 作用 。 通 常 称 它 为 Green MRK. KHMER 
想 是 要 把 u 用 它 在 边界 上 给 定 的 值 和 Green BK v RTH 来， 
而 Green Pate v 可 由 一 组 给 定 的 性 质 导出 。 这 个 思想 在 下 一 节 
还 要 进一步 研究 。 g 
3 86.2 

1, 设 刀 是 由 一 条 单亲 光滑 曲线 C HRY Mk 
Bols) EC EM He wm, Hikes, ER=DeC 上 的 
Dirichlet 问题 的 解 ， 使 得 在 C Lusg. RRB PAAR | 

x(zogo0) 一 -| 9(s) TENdS 

中 Green WG (2, y, Xo yo) ATI 

2， 解 如 下 的 Dirichiet 问 题 ， 在 z<0,0<y<7 A. 
VW2u=0, M fEx=0, 0<y<x k, #=1; 在 y=0, y=, 
xz<0 F, 4u=0. 提示 ， FUE w =e? 将 给 定 Fry dk BR HAP 
Fak. 下 


6.3 Green & 


在 这 一 节 中 ， 我 们 将 进一步 研究 边界 值 问 题 中 的 Green Hi 
数 的 概念 。 | 

DEH- A HRR CR MAAR RRR. BE 
G(x, Y, Xo s Yo ) EPEAT EAT 
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A 


1. G (x, Y, £a, Yu) = -ln iz ~ zol +H (x, Y, Tor to), 


BA (T, Y, to Y) EEC Fr BAM FTE R o 

2. REDA-AG@ YD) CEDC Aims, 

3. Hæ, DEC ER, G(x, y, X, 1) =0. 

如 果 存 在 一 个 画 数 ， 满 足 这 些 性 质 ,就 称 它 为 关于 域 
R= oC 的 Dirichlet 问题 的 Green AR, l 

定理 6.3.1. :车 Green BREE, 则 它 是 唯一 的 。 

证 明 设 


G= - shin z- zol + Aya, ys To Yo) 


Ga= - Lin 12 = zo] + Halr, Toyo). 


则 G1~ G2 DAWA, ER biik, ECEE TH. A, 
根据 定理 6,2.1, G,-G,=H,- H,=0, 

定理 6.2.2, XP RA Green REDA EEN. 

证 明 设 D* 是 如 下 的 一 个 多 连通 区 域 ， 它 是 由 域 刀 的 边 
RCRA 2 为 园 心 , 以 为 什 径 的 小 园 所 赎 成 的 区 域 。 现 在 ， 
G 在 C 上 等 于 零 ， 并 且 对 充 耸 小 的 ，G 在 小 园 上 是 正 的 。 所 
L, GBM (EUR LRD AF HAGE DT 内 不 
得 为 堆 。 当 书 充 分 小 时 ， 达 忆 中 除去 > 外 ， 刀 中 每 一 点 都 是 
D* 的 内 点 ， 这 就 完成 了 证 明 。 ， 

定理 6.3.3. GEX FRM Green BK, MFO 
任意 一 对 FRA Cn, vı) -和 和 (xz, Y2) WO CMe tai te) = 
G (£2, Y2, Xt U1). 

证 明 设 pi 和 pa 分 别 是 以 (zu wi) Al, we) 为 攻心 的 小 辕 
的 后 径 ， 它 们 如 此 之 小 ,使 得 这 两 个 小 网 都 在 刀 内 ， 重 且 它们 
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REARRB AB. if D* HDHWAC 与 这 两 个 小 网 所 围 成 
MER, GSG lT, Y Ty), G=, y, 2,42), TE D* 
上 应 用 Green 定理 ， 则 有 
站 一 [fewc -GIG dA 
Da 


=| (AVGyN-GVG)-N)ds : 
2". 0G! _ OG, 
+] (G or Cr or en, dê 
nF dTi _ a2) 
ik (c: Or | or WE do 
但 由 于 在 C EG =G,=0, RF 


limo ee sG aa d8 


r=py 


利用 Green 西数 的 性 质 ， 得 到 
Galt y) = G(x, Y2) 
Att . 
| G (21) is x2, Y2) =G G2, Yos Tis Yr). | 
定理 6.3.4. ETI RA Green H KE, W FE 
C KERRAK g(s), PRK . 
RET [_ 96s) VG-N ds 
EXE RY Dirichlet ABM R, OTE DA, Viu=0, FEC 
E, ug, be 
我 们 不 准备 给 出 这 个 定理 的 证 明 , 它 是 建立 在 定 
理 6.3.1-6.3.3 的 基础 上 的 。 读 者 如 有 兴趣 ， 可 参看 
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R.Courant 5 D, Hilbert, RF HBA BOR, AA, 
Interscience, Inc., 1962, PP.264—264. 当然 ,我 们 将 强调 ， 
KT ERMA Dirichlet 问题 可 以 用 一 个 变换 将 中 映射 作 房 
域 ， 从 而 把 问题 简化 为 单位 园 |z| 委 1 内 的 相应 问题 。 这 个 方法 
将 在 下 一 节 中 氢 述 。 现 在 我 们 只 指出 一 点 ， 郎 Green RE 
射 画 数 之 问 有 如 下 密切 的 联系 ， 

定理 6.3.5. 设 w=f(z) H KR RRA A A i a R 
lz 委 1， 并 使 得 如 的 内 部 疙 映射 为 开园 lz <1, mAAR OC 
射 为 单位 园 周 lz| =1, 设 f(z) 存在 并 在 司 内 HARA FIED 
内 一 点 zo 映射 为 原点 。 则 G(x,y,zo0,y0)= ~ (1/20) In !f(z)l 
是 对 于 区 域 呈 的 Green 图 数 。 

证 明 首先 ， 由 于 


G=Re Í -Aoo | ， 


所 以 除 z。 外 G 在 口内 是 调和 的 。 在 zo 附近 ， 
f(z) = filz ta, l- 29) tal- 20) + 
=q lz- 23) +a lz- 29)? + 
= (z~ 20) 9(2), 
XE glo) = f (29) #0, A 


a E E AE E E 
fol = 二 Iliz-zol- 二 Dag(a) 


= -ln Vt (Y-Y) + Hr yY, Xo, Yo), 
其 中 五 在 zo 处 是 调和 的 。 最 后 ， 由 于 有 
We 
所 以 在 C .上 满足 边界 条 件 。 
往 下 一 节 ， 我 们 将 证 明 ， 若 司 是 由 一 条 单 闲 曲 线 所 力 成 的 
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有 界 单 速 通 域 ， 则 存在 满足 定理 6.3.5 条 件 的 画 数 jz)， 这 
KY. KF RIK DW Dirichlet 问题 的 Green wR 是 存在 的 。 

现在 ,我 们 转 到 位 执 论 中 共 他 一 些 边 界 值 问 题 的 研究 。 仅 
AF Dirichlet 问题 的 另 一 个 重要 的 边界 值 问题 是 Neumann 
训 题 。 设 已 是 由 单 团 光滑 曲线 C 所 围 成 的 有 界 单 囊 通 区 域 。 
Neumann 问题 是 在 域 卫 上 确定 一 个 如 下 的 画 数 #， 它 在 姜 内 是 
Wain, E DGC 上 具有 连续 的 .一 阶 召 导数 ， 着 使 得 在 C 上 
Vu N=g9g, REg REX EC EH A EHAA. BR, 
Neumann fal A RB eee, PREA WAR u 是 
它 的 一 个 解 ， 则 在 4 上 加 上 任意 常数 仍然 满足 所 述 的 条 件 。 然 
而 ， 如 果 我 们 另外 规定 # HEC LA FEOF, WM ape AME 
一 的 。 


定理 6.3.6. gr staan eam 
存在 ， 则 是 唯一 的 。 
证 明 设 和 4 SEDAN, HEREC ERS 


法 向 导数 。 那 么 z=&1 -u 在 DD 内 是 调和 的 ， 在 C 上 的 法 向 导 
KETE. FE 


人 wea4= - ([vvda+ { vv- Nds=0. 
D 4 


: Jes De 7 
KEDA Vu=0, Aili v=4,-m= ky RR, E 
o=| r- xds=| kds=k-L, 

Ti 20, Auk k =0, Bf uy Eua, 

定理 6.3.7. Neumann 问题 有 解 的 必要 条 件 是 

| coas=o， 
1 
证 明 设 存在 图 数 4 ,使 在 DD 内 有 VY?w=0, 而 在 DuC 
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Yo 


iu AY 一 阶 俩 导数 连续 ， 且 在 C EV- N=gis), 那么 ， 
itv=1, WA 
o= || 0u- uyv) dA=|_ (vVu-N -uVvu-N)ds 
D ` + 
=j Vunds= | gls)ds, 
C+ .C+ 


HA, 如果 我 们 可 以 关于 Neumann 问题 定义 其 Green H 


数 ， 与 Dirichlet 问题 相似 的 讨论 ， 可 设 除去 在 . (ro,yo)》 外 ， 


G(x,y, zn,y0) 在 D 内 其 他 处 是 调和 的 ， 而 在 (zo,yo) 处 ， 弄 数 
有 - -个 形 如 - (1/2r)ln 2-2) 的 奇 点 。 所 以 


G(2,U, 0,40) = a ein lz- zo! +A ayy, ro yo 
其 中 万 在 D 内 是 调和 的 。 与 Dirichiet 问题 相似 , 我 们 也 希望 在 
C 上 有 号 G+ 入 =0， 但 这 是 不 可 能 的 ， 这 是 由 于 
| VH-Nds=0 RL] Yla'z-z,| :Nds=1 
C+ 2n jc+ 


因此 . 
| VG-Nds=-1. 
“Ot 


但 我 们 可 在 C EM VGN 为 一 常数 -1/t， 其 中 工 为 C 的 长 
度 。 这 个 条 件 仍 然 不 足以 使 GG 为 唯一 的 ， 为 了 这 个 原因 我 们 规 
GHC LAPIS, b 
| Gds=0 
定理 6.3.8. 设 刀 是 由 一 Rh IM 2 
域 。 设 Green 画 数 @ 定 义 如 下 ， 
l. E ETE =- ln lz- zo! + A(x, 4,20, Yo) - 


2. Hf DP RIAA. 
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3. C 及 其 一 阶 仿 导数 在 必 wC 上 连续 。 
A, “(ry FEC LNVG-N=-1/L. 


5, | cas=0. 
若 G 存 在 ， 则 必 是 唯一 的 。 
证 明 it 
G= - gln 2- zl +H, 及 G = -ln lz- z0' +H, 
DH, - HH 在 DD 内 是 调和 的 ,并 在 C 上 具有 和 零 法 向 导数 ， 且 
| (全 =) 下 二 
C+ C+ 
则 由 定理 6.3.6, Hi- H:=0, AM H =H, 
定理 6.3.9. hu EATIEDHJ Neumann 问题 的 解 ， 且 


满足 定理 6.3.6 及 定理 6.3.7 HA pk, 并 设 G 为 满足 定理 
6.3.8 的 条 件 的 Green paže, Mi 


u(xo,y0) =| 9(s)Gds, 


证 明 设 D* 为 由 域 马 的 边界 C 及 以 z。 为 园 心 ，p 为 伯 
径 的 小 园 所 围 的 域 ， 在 也 * 上 对 4 各 应 用 Green € W, WA 


o=|| ovY'G- CVA 


=| ,VG-N = 全 
gè - [7 (u 2E 
+f (632), ..049- F (uSZ) eae. 


因为 
i {ou - 2 
imf Ce -oaero， 


疏 有 
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is 


_ [22 _ fe 1 
alroyo) = limf, (u28) ze- hes gGds+ 于 | uas 
=| gGds, 
C+ 


这 是 因为 | uds=0. 
证 明 Neumann 问 题 的 解 的 存在 的 一 个 方法 是 首先 证 明 Green 
本 数 的 存在 ， 然 后 证 明 着 g(s) 在 < 上 连续 ,上 | | o(s)ds=0, 


K urn yo=|_96s)Gds 


是 Neumann 问题 的 解 。 我 们 现在 只 就 一 个 特殊 IE, BUDE 
fm l2l< Rk, 而 C 是 园 周 |z! =F 的 情况 求证 明 此 事 。 
不 难 证 明 园 域 |z| <R 的 Green KE: 


G(x, Y, £o Yo) = — lir, 一 sq lore + lnR/p, 
Hrs z-a, r= j- zl, He=Vrity?, R 
(NEARS EAR. TERMEAT, z=re", z=pe* H 
G(r,0, ee + p? —2rpcos(@-)] 


z Rt, cag ies -gyll 
pul Ss neare ee 6) zg PRI Pe 
og (EL oe bin, 9(0)=9(22), H 


2x 
| g(0)d0=0. 


Hij : 2 e . 
u(p,d)= |" ACOG (R, 0, 0, $) RAO 


是 对 于 园 域 的 Neumann 问题 的 解 ， 其 边界 条 件 是 
(du/dp) pn =9 (0), 以 及 | wR, pd =-0. 显 然 ,对 于 p<R， 
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我 们 可 在 积分 号 下 取 Laplace RF V?. 因为 对 于 p<R， 
7? G =p, | 
viu=| g YGRd0=0. 
对 于 P<R, 
Ou _ an àG 
ah Oa 


R? - p? 
i p?—2Rp cos ~ 5 4 


ie 9 (0) xi 


Se z R -p 
=f 9 (6 ) ETE 2— aR pcos( 6 — ge? 
利用 在 定理 6.2.2， 中 相似 的 计 算 方法 ， 并 利用 9 (9) 的 连续 


性 ,有 


Ou 
ims g(d). 


limulo, 6) =~ | "g(@ylagR?[1 - cos(@ ~ 618, 
PoR 2a ia 


不 难 证 明 这 个 积分 存在 。 最 后 ， WP OR Oh A de 
(zo,yo) 的 小 园 之 间 的 区 域 应 用 Green EH, FFU PR 
CEE, ABM ER. FLEN 
ulo, p= [T OGR, 6, p, $I RIO | uR, pde. 
a 

(uR, dd =o. 
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s? 


(Riz D 2 a HHGH HA C BT AAT AA E. E 

w =f le) DUC Ra SA Ak lwi <R E, 村 且 在 DuC 

-上 f' (2) #0, ERF, Laplace 方程 保持 不 E. #— AA 
在 C 上 的 法 向 导数 已 经 给 定 ， 则 它 被 映射 为 ， l 

g=Vu N = Sin + Fay 


_(0u 35 , du on). 3 
BE dy an dy) EA 


Ou dÉ du 7), a 
+H ay ðn ai sin(a®* - p), 


这 里 f(2)=E+in, a*=argN*, WR B=are f'(z), 
X f'(2)=£,417,=9, —18,= Ff (2)! Keser sinf}, 


HE 
g= rral EH cosa* + Se $2) cora” 


+u (ny Si ina* 十 ufos a) sina a” | 
= If’ (2)! 人 (全 ou- + using") 


这 里 Wscosa* + usina* Æ u 在 C* 上 的 法 向 导数 ， 其 中 C* 是 忆 
在 映射 w = f(z) 下 的 象 。 此 外 


o=| g(s\ds= forts") Fz) ds = fareas", 
5 ct , l d 


Auk, TR DAY Neumann 问题 就 变 成 关于 园 域 D*={w| 
lwi <R} 的 Neumann 问题 。 所 以 保 角 变换 是 解决 边界 值 问题 
的 一 种 技巧 ， 将 在 下 一 节 研 究 这 个 问题 。 

Green 画 数 的 方法 还 可 以 应 用 于 位 势 论 中 的 其 他 类 型 的 边 
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界 值 问题 ， 例 如 ， 可 给 出 一 个 调 FI Ak TE bR D HLR E 
Vu- N + ku i, 或 者 在 边界 的 一 部 分 上 给 出 调和 画 数 的 值 ， 
if RA BPRS LEME SRN. HET NaS 
AR wit KE AIL. FRA HY AY Green By Ae BT i NK 
伯 ， 从 而 使 得 这 些 边 究 值 问题 的 解 可 以 用 相应 的 Green PAH 
示 出 米 。 | 
习 题 6.3 
1. FEEFEE Dirichlet 问题 可 叙述 如 下 u(r, y) 
CTH EPPA A AIS, FE EES i ER. 
uls, 0 = gir). 并 有 旦 当 r 充分 大 时 u RAFA, 
rae bar ðu). = 
Lim (SF) ag Rao 
TERA NATE TE. TAFE ME -o 
2. RJE, E 


G (x,y 20.40) = ~ In (a EE y my 


+ 
是 关于 上 于 平面 问题 的 Green We, Wa Bw EG TE. RET 
Rf | 


: 十 om 
su(zugo) 一 | 9(z) Gur 0, ro yode 


我 们 在 上 一 节 中 已 经 指出 用 解析 画 数 所 作 的 肌 射 对 于 解决 
30 l 


rw, 


位 势 中 的 问题 是 怎样 地 有 用 (参看 例 2.4.7，6.1.2，6.1.3 及 
6.2.1.) 然 而 为 了 假设 在 映射 w= f(z) = ul, y) 二 iv(x,y) 下 ， 
Laplace 方程 在 zo 处 保持 不 变 , 还 需要 一 个 条 件 , EDS’ (20) 0, 
这 是 因为 l E 
(5 s a SERT wo if (zo)! 
这 里 Duu) 是 éy) MRR, ee f(z). (参看 2.4 
Hi) o 

IZ 2.4 节 ， E w =i (2) LAF Ey, and zo 处 保 
持 角 的 大 小 和 方向 不 变 ， 则 称 它 是 保 角 的 。 在 2.4 节 中 已 经 证 
明 ， 如 果 f(z) FE ze 处 解析 且 Sf! (20) 关 0， 则 映射 在 zo 处 是 保 
角 的 。 而 且 ( 参 看 定理 4.4.6) Hw =f OEN zo 处 解析 ;大 
H, f (zo0) 头 0， 那么 至 少 在 局 部 范围 内 是 可 递 的 ， 其 WR 
在 wo 处 也 是 保 角 的 ， 也 就 是 说 ， 存在 zo 的 一 个 e- WR. E. 


RARE, RAT, ERS RR 


Fo BE, OT RMR, FSR KERE A. 
HES (z) RD ARREN (z) 季 0 也 不 足以 保证 在 整个 区 域 
忆 内 变换 具有 唯一 的 道 变换 。 例 如 在 九 = !zl 0< l 之 1} 中 考虑 
aw =2", WEDS (2) 二 2z 不 为 零 : 但 是 却 不 存在 单一 的 
RAE, Rik aes DBAS! D'— fw] 0< w 1 
上 两 次。 

为 了 这 个 目的 ， 最 感 兴趣 的 是 如 下 一 类 羡 数 ， 

定义 6.4.1. Hw f(z) 在 区 域 DD 内 称 为 单 叶 丁 数 ， 
是 指 尼 在 口内 解析 ， 并 且 是 一 对 一 和 的， BIRD A AR 21> 
Zas Az zz, fr) fizo na’. ae 

定理 6.g.1. 车 /(z) 在 域 D 内 是 单 叶 的 , 则 在 D 内 f"(z)0. 

证 明 设 在 DD 内 某 点 zo。 处 有 f' (20) =9. W f(z) -f(z0》 
在 zo 处 有 n>2 阶 的 需 点 、 由 于 了 (2) 不 是 常数 ， 故 存在 一 个 
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H iz-zi 一 p， 在 这 个 同上 f(z) - fed FAR, HATA 
AP CORE z 处 等 于 需 。 记 


m= min (f(z)—f(zo)). 


lz—2 0'=P 

若 0< cl 之 m， 则 根据 Rouche 定理 ，f(z) -Aszo) -e FERIA 
ff n NE AEAF Ezo bA T e=, fe) -f(z0) -ce 
在 这 个 园 内 不 能 有 重 零 点， 这 说 明 存 在 两 点 或 更 多 的 点 处 
F= fiz) +e, 这 与 丁 数 的 一 对 一 的 单 叶 特 性 相 耶 盾 。 

推论 6.4.0. 车 f(z) EMD ER, 叶 的 ， EEDA 
是 保 角 的 。 Si 

hy) ABH, - 音 叶 画 数 具备 上 未 喘 射 的 DRAN. 


它们 保持 角 的 大 小 与 方向 不 变 ; 保持 Laplace 7 BRR EN 


”具有 唯一 的 递 喘 射 ， 而 这 洲 了 映射 在 -一 切 点 处 与 局 部 道 变换 相 
Ñ, HEMMER AMO RR, A EEFE 
单 叶 醒 数 的 性 质 ， = 

$m 6.4.8. He /CIRRD MVM IR, HARAN 
dk D', ee FOU BE DY 内 是 单 叶 的 ， MPU) ED ARH 
计 的 。 “- 

HA FMM BINNS, Wh 52 DOP M 
点 ， FU GYIRF CIJ WFD =e) Bee PE 
是 单 叶 的 原故 。 但 由 于 了 是 单 叶 的， 所 以 车 7(eD 一 7 Ce M 
FI z5 °° 
E E 

ER 6.4.3; 设 C 为 一 单 闭 曲 线 ， 其 内 部 为 加， 设 f(z) 
EC EEC 所 围 域内 解析 ， 并 且 在 C 上 任意 而 点 下 值 不 同 ， 则 
f(z) 在 口内 是 单 叶 的 。 

A ” 设 责 数 w 一 (2) He CARS wR — Se 
CR we Rw LORE C 上 的 任意 一 点 ， 则 4 
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wee! | 


AN 


1 | fi (2) ae __dw 


n= 7 >= j 
2ni : W- Wo 


tci f(z) -wp 2 之 区 了 


WA wE C ZH, HUARD BALE, Wu HEC’ 之 内 ， 
则 积分 之 什 为 土 1， 这 取决 于 C 的 正方 和 商 对 应 于 C' 的 正方 
向 或 负 方向 。 但 是 不 能 是 负数 ， 这 是 因 为 第 一 个 积分 等 于 
f(z) -wo TEC 所 转 域 内 需 点 的 个 数 ,因此 ,如 果 wy TEC’ 内 ， 
则 #=1. 这 就 证 明了 当 wo EC AR, O= w 只 有 一 个 
Mo 80 f(z) 在 D 内 是 间 叶 的 ， 烛 且 将 也 单 叶 地 映射 为 D'， 这 
里 D' 是 C' RAM, ALC’ 的 正 向 对 应 于 C 的 正 向 。 

定理 6.4.4. Rs. (ERD ARMIN, n=l, 2 3 
Rik f(z) EDA EM WA fe), EDN RE 
iE -— Bueak-F f(z), 则 /(z) 在 C 内 或 者 是 常量 ， 或 者 是 单 
叶 的 。 

证 明 由 定理 423, 可 知 /(z) ERDA M As 假设 
(OREM, Frit Al x 是 万 内 任意 两 个 互 异 的 :点 ， 著 
wy =f la) =f (22), WED AGES FARR Ne ~ 2,1< 1, 
及 一 zz pa， 在 它们 的 边界 kG - wo RAB. my 
Lf éz) — wo 在 这 两 个 园 城 的 边界 上 的 AME, FF ten mb 
A, 使 得 f(z) = fa (2)| <m Hs aR LRI. BAB Rouche 
定理 ， 在 网 域 的 内 部 

fz) - - wy =f lz) - UO {{2) 
与 f(z2) ~ wo RAAACRHEA, PARR E 点 。 这 表示 
f(z #ED A 不 是 单 叶 的 ， 这 是 因为 它 至 少 两 次 取得 值 woo 
因此 f(z) 或 者 是 单 叶 的 ,或 者 为 常数 。 至 于 f(z) 可 以 是 常数 ， 
可 由 下 例 看 出 Wf) =n, 有 limf,(2) 一 0. 


正如 我 们 在 6.2 节 ，6..3 节 中 所 指出 的 ， 在 保 角 变换 的 理 
论 中 一 个 中 心间 题 是 寻求 一 个 单 时 卫 数 w=f(z)， 它 把 一 


33 


个 给 定 的 单 速 通 区 域 映射 为 单位 园 域 lwl <1. 我 们 将 证 明 
(Riemann 映射 定理 ) 在 相当 广泛 的 假设 下 ， 这 样 的 陕 射 是 
存在 的 。 作 为 这 个 定理 的 予 甸 知识， 我们 需要 下 述 定 理 ， 

定理 6.4.5。 设 山 =f(z) 在 单位 园 域 |z| 1 上 是 单 叶 的 ， 
它 把 这 个 园 域 映射 为 单 园 位 域 iw| <1, FHE Bh 映射 为 不 
点 ， FREER AE TEN Ae 不 变 ， 则 f(z) 恒 等 
Fh ato =2 

证 明 jz] =1 时 ， 我 RN Ff =1, AR FO) = 0， 
gh Schwarz 引 理 fwj = |/(z)| 所 四 .应 用 同一 推理 于 逆 映 
St, WR lel <lol. 因此 jf(z)| = lel fe) =e, 于 是 
”arg w 一 arg z 十 gg。 因 为 在 原点 处 给 定 的 方向 保持 不 变 ， 所 以 
a=0. Wit w=f(z) =z. | 

定理 6.4.6. R w= f(D Mice lz) 委 I 内 是 单 叶 的 ， 
它 将 这 园 域 爱 射 为 单位 园 域 w <1, 则 f(z) 是 一 个 线性 分 式 变 
换 (参阅 2.4 节 ) 。 

在 习题 2.4.2 中, 已 知 


是 把 昔 位 园 域 映射 为 单位 园 域 的 一 个 单 叶 瑞 射 ， 并 把 > 一 0 卫 射 
A pe'e, Bi <1。 Mit, WERE pe RAA A 点 。 现 在 ， 
w=f(2) FE ALA RB 0 AL a HH wif (0) 一 po 
xy > ği ; 
ee Beatie TRF a ee 
si as ee 
把 wo 陕 射 为 原点 。 因 此 
f(z) -pe 
Biz) — e“ 
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把 原点 映射 为 原点 。 由 前 述 定理 


f(z) - Be“ — pip 
B/D ere 
AH 
_eiy2 一 
egez] 


w=f(2)= 


这 是 一 个 线性 分 式 变换 。@ 

Riemann 喘 射 定理 讨论 了 把 一 A DRI TI 
AN ARR LR D' 的 单 叶 瑞 射 问题 。 实 际 上 ， 这 只 要 证明 一 个 
给 定 的 单 束 通 区 域 能 铝 单 叶 地 屿 射 为 单位 园 域 :iw 过 1 郎 可 。 
这 是 因为 如 果 刀 "是 在 上 平面 上 ， 并且 存 在 一 个 单 叶 了 映射 
w= 9 (0) D'Ar Mp at Bi fie eee. LAR kae~ f(z) 将 
了 单 叶 地 贞 射 为 单位 园 域 ， 那么 

t=g [f(z] 

REIDH D' 的 单 叶 映射 。 因 此 ， 在 实际 TERA, Rif] 
将 取 D' 为 单位 园 域 !w <L 

显然 ， 除 去 号 的 单 束 通 性 外 ， 还 必须 对 口 的 边界 加 以 一 些 
荫 制 。 例 如 ， 假 设 D 只 有 一 个 单一 的 边界 点 zo， 可 设 zo 二 oo. 
这 是 因为 利用 变换 6 二 1/ (z -20) 便 可 艇 到 这 一 点 。 因 此， 如 
果 定 理 对 于 在 无 穷 远 点 有 一 个 单一 的 边 内 点 的 域 忆 为 其 ， 那么 

wa) aE Se 上 = 于 一 ua BEM HH. HHE 


e 这 个 定理 的 orp 


Ja pe 去 = 点 把 woth E= 因此 
fes. TERROR AA, Be EE A 


R= =eft zy orogens” a : Wr m ~ sip: 者 注 


= ,f(z)| <1. 但 是 ， 根 据 Liouville 定理 ，f (z) 是 常数 ， 
从 而 不 是 单 叶 的 。 事 实 上 我 们 将 证 明 ， 若 刀 是 一 个 单 速 通 域 并 
且 至 少 有 两 个 边界 点 ， 则 有 如 下 定理 ， 

”定理 6.4.7, Riemann 映射 定理 “” 设 刀 是 一 个 至 少 具 有 
两 个 边界 点 的 单 连通 区 域 。 那 么 存在 一 个 单 叶 画 数 w= 了 (z)， 
它 将 也 映射 为 单位 园 焉 w <1. 如 果 我 们 再 规定 将 口内 一 点 ze 
映射 为 原点 ， 持 且 把 zo 处 的 给 定 的 方向 映射 为 原点 处 的 给 定 
WAD, BARH ，. 

证 明 在 证 明 中 ， 我 们 将 要 用 到 在 4.2 he MATH 
的 正规 族 (aorm 红 family) HPS. ESE, BRAS 作出 一 个 
图 数 的 紧 被 族 ， AHCI SR HS HT BPE I Nt OR 
数 序列 的 极限 。 
| 设 G 是 如 下 的 一 切 夯 数 9 (所 组 成 的 族 ， 在 这 本 Be et 
HEAR) EDA 是 单 时 的 ,并且 对 于 忆 内 的 一 切 z 有 
oO i WAR AEG BAF E e Ra, 是 的 边界 


点 ， TER 
; eaa 


BY AREER io. ADR ETRA AA ED REAR 
” 析 元 素 出 发 , RI Cay MEA Db RE A ee 
DAHAABBREPRK, HRSA BE RDA PME 
. BRIAR ed hlad, 
WAG )]? 一 [AKCzz) ]2， 


zi 78 _ 22—0 | 


2-6 z-b' 


这 表示 21 =z, H D* EDERH AOD ETF ER S EE 
D* 内 ， 则 一 6 不 在 B* 内 。 因 为 如 果 不 然 ， 册 
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从 而 


这 就 得 到 z==z2. 设 wo 为 D* 内 的 点 ， 由 于 D* 是 一 个 域 , 它 包含 
一 个 。- 邻 域 w- mo |<<e. 又 由 于 wo 和 ~ 由 ,两 点 不 能 同时 在 D* 
内 ， 所 以 -oo 的 。e- 邻 域 wwo! <e 不 在 D* 内 。 因 此 ， 对 于 人 
内 所 有 的 > Whe) +wol Se, MEE, Ke 


91(2) = EETA Fw 


DAR MIF, # 且 对 于 万 内 的 一 切 >， 有 |oy (z)! <1 ， 
所 以 g ETEC, KRIER T G 是 非 室 的 。 

现在 ，G 是 一 致 有 界 的 西数 族 ， 关 此 是 解 术 西 数 的 正规 
族 。 但是， 由 于 它 包 含有 不 是 单 时 责 数 的 常数 菠 数 ， 而 常数 丁 
数 却 可 以 是 单 叶 函数 序列 的 极限 画 数 ,, BTU. GRR 
iG AG PIXAR TARA BD G) Be! CeO 4; 
zo ED H-A. C 显然 是 : 非 空 的 ;, 因为 91(z2) €C’. [Al 
lt». 由 于 G' 中 不 包含 常数 西数 《这 是 因为 常数 丙 数 的 导数 等 于 
Z, MaD RAMA [gi el); 所 以 CER 
的 ， 

HERNE, lg (o)l EG 内 达到 I-A AMM, 即 在 
G' ATEH f i (2), 使 得 对 于 全 内 所 有 其 他 的 醒 # g (2)， 有 
Fels -M> |g’ (zo)! .这 可 证 明 如 F, BFL g]= Ig’ (20)! 
(FRA gh NEED ， 则 在 如 下 的 意义 下 到 是 连续 的 :车 
{9n(z)) 是 GF' 内 的 具有 极限 9 Cz) 的 一 个 两 数 序列 ,由 则 lim 五 [ou] 


二 F[g] 。 对 于 G' 内 的 所 有 的 9g, 正 实数 所 [g] 的 全 体 
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是 一 个 具有 上 确 界 半 的 实数 集 〈 寻 可 以 为 co)。 因 此 ， 存 在 一 
个 序列 Lote], 使 得 lim Flo J=M. 但 是 由 于 GG 是 正规 


(GFT, KE {9,(z)}) 合 有 一 个 子 序列 {gn4(z)}， 此 子 序 
IEG’ 内 具有 极限 f(z)， 从 而 
FUf]= lim Flgm]=M. 


(AEF (f) BARE, KEMER. 并 且 对 于 G' 内 所 有 
Wo, AM>F[g] my. E 
最 后 ， 我 们 证 明 w= F(z) 将 万 了 映射 为 园 域 io wae 首先 ， 

我 们 证 明 f(z0) =0. AA IFO 在 五 的 内 部 不 能 取得 极 大 值 ， 
PTA If Cza) (<1, iX 

fi (2) = 天 一 一 
fi (3) 也 属于 GG"， 然 .而 - 
Ifi oi pleo Sif! Gol, T. .- 
这 表示 除非 f(z0) 二 0; 否则 Fi (eo) >M. Bro fe) 在 
DORA RRA HMA, St [ol <i, Ay 

P 
p 22> “Vite Pe, | 

EDA EMH H, 这 是 因为 , MRN DAW 2, Me. 7 
p(,)= plzz), W 

w- fz)  o-flz) 

1- wf.) l- ofl)’ 
由 于 f(z) 在 D 内 是 单 叶 的 , 这 就 表示 f(a)=f(z2)， 以 及 
21 二 zs， 从 而 在 尹 内 有 rl? = to- f(2)|/ -aol <1. 
因此 ，p(2) 属 于 G. X 


_ plz) - plo) 
A pEr) 


F) ~ f(z0) 
“fete oa 
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Ware. 但 是 本 
i a (20) =~ SS pea, 
这 表示 I (20) >) o ， 这 是 因为 
1+|o |=21 To] +0-Wfoa Pp? >2 Jol. 
但 这 与 f' (29) = MS lg (20)! FR, RIE i T: w 一 f(z) 取 
"D'ARA HÉ. 

唯一 性 证 明 如 下 , fio A fl E DR SH A k 
lw) <t, HHE zo RRA, BF ze 处 的 一 个 给 定 的 方向 映 
射 为 原点 处 的 同一 方向 。 于 是 .fi[ fi 将 园 域 映射 为 园 域 ， 把 
FARA RA. :并 保持 原点 处 的 一 个 方向 不 变 。 根 据 定 理 
6.4.5; Alf) Ata SH 因此 fi fa。 这 就 完成 了 定理 
6.4.7 TERA. 

为 了 我 们 的 目的 ，Riemann Bey 定理 就 如 下 两 点 来 说 是 
不 够 有 效 的 。 第 一 ， 它 纯粹 是 一 个 存在 ER, CRATER 
基数 的 存在 ， 但 没有 告诉 我 们 如 何 作出 这 个 映射 。 然 而 ， 
已 经 有 了 一 些 方法 可 以 作出 这 个 映射 *。 下 一 节 将 要 研究 的 
Schwarz 一 Christoflel 上 方法 也 给 出 一 个 在 一 定 FEF FOR BR 
射 丽 数 的 一 般 方法 。 这 个 方法 将 用 直线 段 转 成 的 角 杖 域 喘 射 为 
PRB, MBIT 映射 为 单位 园 域 。 第 二 ，Riemann 映射 
定理 对 手 城 的 近 界 沪 有 有 是 够 的 讨论 。 例 番 ， 如 时 芭 一 F(z) 将 万 
RAR A D*， 那 么 也 的 边界 点 与 D* 的 边界 点 是 怎样 互 
相对 应 ? 我 们 氢 坟 而 不 证 明 如 十 的 定理 ， - 

定理 6.4.8. DAD" 是 由 单 闭 曲 线 C 和 ce 所 围 成 的 
‘ER, WAH DRS D* 的 保 角 了 映射 在 DuC 上 是 连续 的 ， 
并 且 在 C 和 C”* 之 间 建 立 起 一 一 对 应 的 关系 。 


+ $ Wilf, H. S. Mathematics for the physical Sciences, New 
"York. John Wiley and Sons, Inc. 1962. pp. 202-203. 
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这 个 定理 的 证 明 可 以 参考 Nehari , Z, pre “Conformal 
Mapping” New york: McGraw-Hill Book Company, Inc, , 
1952, PP, 179-181.) 


3). 1.6.4 


1. it Be los <1, 证 明 
f(z) 一 人 
关于 jz <1 是 单 叶 的 。 - . 7 ` 
:2. IOE ERRARE MI 的 ， CHR 
BAD, HRD E FOMA D*,- CRAS C*, 这 里 C* 
Æ D* 的 边界 。 : < l Ea 


(a) 证 明 C” 的 长 度 是 


|, 
Se sme teil Lak 
© BOAAN EARNAN, iiD 
PSOR, | 
a ae series 


6.98) „Schwarz-Christoffel 3 He 


l Rican bi Se sae APEE, venato 
泛 的 条 件 之 下 ， 存 在 NAHR 把 Ase ey Me aR 
另 一 个 音速 是 成 ， 或 者 换 -- 种 说 法 ， RS aR Py ae 

CHABRRMERE DRI R OTS 在 这 二 SHR, 我 们 将 
考 虐 如 何 导 求 特 旋 的 映射 的 问题 。 这 在 解决 位 辩论 的 边 鼻 
位 癌 题 中 有 很 多 应 用 。 我 们 将 考 虞 一 些 例 子 , 并 由 此 引出 
Schwarz—Christoffel 变换 。 这 个 变换 可 以 把 由 直线 或 让 线段 
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FDL Ideals 


HRR RRRA EPT E, 而 . EPR EIRE ARAA Mii 
bd kk 

例 6.5.1. 试 求 一 个 单 叶 映射 ， 它 把 局 形 域 0<<arg z 
<e@<an, [z SOR HAE RPS Im, HR RH 
狗 射 为 原点。 显然， 邮 = >*/“ 就 是 所 求 的 变换 。 因 为 argw = 

(x/a)are zs fH lwl = |2] 77, 
pie.sa: 试 求 一 单 吐 上 映射 , 它 把 局 形 域 , O<areg (2 ~ z0) 
Gagan, fz- zo! 20 (RAE) +P Pa Im(w) 0, HE zo PR 
Hw (FH) . BR, w= wy + (z— 29) "7% BÆ 所 求 的 
AA TH be St, 这 是 K $ arg (w- w) = (afadarg(z-m) R 
- lw- wal 一 "> 一 Zl", 

例 6.5.3. 试 求 一 单 叶 映射 ， 它 把 局 形 域 Pait - zo) 
Sat Peart B, zme) 20 RAS ELP PB, Imaw, 并 
W zo 映射 为 ww，( 实 数 ) 。 此 问题 ATA eR. EE 
平移 6 二 z- 20 ， 然 后 旋转 ame i?5j 二 e'P(z 一 2z0)， 最 后 应 用 
例 6.5.2 的 结果 ， 部 

w=w, +e si (z- ao)", 

在 例 6.5.31, RNB MAIER EY RTOS 
EPRA, FFE ATE RES TO AT AR ER EA ERI Fio 
注意 ， 其 道 变换 由 下 式 络 出 。” 


一 20 十 (一 0 ) 


JH 


Z_ a if Caja) ` 
er(w— Wy T 
dw ax ( 1) i 


设 邮 是 实 轴 上 的 一 点 ， 并 将 这 个 点 向 右 移动 了 一 个 焉 离 
dw>0, Hik arg dw 二 0， 于 是 在 这 微小 的 改变 中 
arg dz=8+[(a/x)-IJarg@w-w,), 
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Aft 4uwtew WAM, arg(w-w,) = 2, 从 而 argdz 一 DTd-T 
这 表明 在 这 个 位 移 中 ，z 以 这 样 的 形式 变换 ， 它 治 着 一 条 让 线 
移动 ， 这 直线 与 RHRAMa+P-x, 这 一 直 保 持 到 由 到 
kw 时 为 止 。 于 是 arg dz 一 5. 这 表示 当 也 经 过 wi 时 ，z 突 
然 改 变 一 个 方向 x- a. 参看 图 6.5.1. 


Stas GR > CSE BM ig 本 
当然 ， RNE ANRA 但 是 以 这 各 新 六 完了 和 可 


为 更 一 般 的 情况 将 下 沦 袖 。 - 
例 6,5.4， 试 求 一 单 叶 陕 射 ， “ere pare 


Ss= fal Im (2)>0, | 
WR LSE Ma AO /2 WR AT OL -7/2 映射 为 -1 
(SH 6.5.3), RNGLTALE WEA, MENTE 


BRER 24 AC AeA ABO, are dz 是 一 常量 ， 
当 岂 经 过 点 -工时 ，arg dz 突然 改变 一 个 角度 /2, Mw 
-1 到 1 移动 ， arg dz 又 保持 常量 。 当 w 经 过 1 时 , arg dz 又 
突然 改变 一 个 角度 wj2， 最 后 ， 当 w BERMA MEE A 
时 ，arg dz 再 次 保持 常量 。-42 的 如 下 表达 式 就 只 有 这 些 性 
质 ， ED , 0 
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dz- ilw +1) {w 一 172 = A(w? - 1)", 
dw 


3 N, 
arg dz=arg dw+argA - Larg (w+ 1} - Fare (w-1) 


满足 上 述 性 质 ， 这 里 4 是 一 个 常量 。 我 们 可 利用 它 将 整个 带 状 
域 旋 转 (如 果 需 要 的 话 ) 、 放大 或 缩小 。 在 积分 dz/dz 后 ， 
又 要 引进 一 个 积分 常数 。 我 们 可 用 这 常数 炒 平 移 整 个 图 瑟 〈 如 
果 需 要 的 话 ) 。 RARBRA. Hb. 旋转 或 平移 是 非常 重要 
的 ， 因为 不 能 根据 任 何者 像 就 由 顶点 处 的 性 质 末 精确 的 确 十 所 
求 的 酉 射 。 积 分 上 式 ， 便 得 
a Al" (a? =1) Fda+ ZB, 

Alot- R sin of Bk, HOT SHE. 

z=A sin wT B, 
P : 


w=sin (e) i 
最 后 ， 我 们 需要 将 $2/2 分 别 映射 药 十 1;: 因此 
sin[ 0/9 35 | 


sin[ asa 548 |=. 


ja C= [A= Citic, B=b,+ ibs, 于 是 
sin(c,2/2- 6,)cosh esx/2— 6.) =1, 
sinh (cox /2— b;)cos(e,2/2-6,)=0, 

- sin(eyr/2+b,)cosh (c,7/2+6,) =1, 
sinh (cy2/2-+.b,) cos (e)7/2+6,) =0,: 
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这 些 方程 的 解 不 基 只 一 的 , 保 有 -个 解 是 ci 一 1 cs 二 二 bs 二 0. 
这 给 出 以 下 结果 ， 

. w=Sinz 
TAR DIEM, KARA H ABT ABH ER . 

例 6.5.5. R-II, ERIK S = ie 0<Im (2) 
<r} 映射 为 上 中 平面 Im(w) >>0， 并 使 得 zw 平面 上 的 原点 对 应 
于 带 状 域 的 左 端 ， 而 > 平面 上 的 原点 肌 躬 为 w=1, 我 们 可 把 
这 问题 看 作乱 形 域 问题 的 一 种 向 为 特殊 的 情况 来 处 理 。 RME 
A wE RAAE ABDALA, arg dz 保持 常量 ， 
也 经 过 原点 时 ;arg dz 突然 改变 一 ANGIE x PRY ORE 
KAREN, are dz 又 保持 常量 。 由 于 这 个 原因 ， 可 没 

dz 


——=Aw™, 


_ dw 
将 这 式 积分 ， 得 
z=A| o dot B= ALogw +B. 
”也 一 ec AK 2B — gC 24D — -Kec:, 
HA 20H wl, RK=1. 又 由 于 当 = 为 实数 时 ww 也 
是 实数 ， 故 C 必 为 实数 。 为 了 使 ” ` 


lim w=limeS*=00, 


C 必须 是 正 数 。 当 z=z+rz 时 ， 
Wa (cos Car+ésinCz) 
DRE ARH. Auk, Cas, Die FF & 数 。 为 了 确 定 超 见 
C=1, 于 是 
wre: 
REE DIEN, ARS BG at E BY HE J 
现在 ， 我 们 准备 讨论 Schwarz ~ Christoffel 变换 。 假 设 我 
们 要 把 一 个 内 角 为 a1, ay, a, 的 n 边 多 角形 的 内 部 喘 射 为 
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EPR PRAM AP. P 2，…， 卫 ,映射 为 实 轴 上 的 点 
- oo<m<re<…<us<co。 我 们 先 从 -92- 具 有 如 下 性 质 的 表 
WA, UH wert u, 时 ， Aare dz=z- ay, @) 


dz _ i ~~.) ka, at) 
Ta =A [iw ty) Pky : 


积分 之 , 则 有 这 
z= A" Ui lo- uy) ter do tB, 


这 时， ABATAR RKR CRE, DO EE EE 
件 米 确定 它们 。 首 先 所 有 的 忌 是 由 给 定 的 多 角形 的 内 角 来 销 定 
的 。 常 数 妃 可 以 用 来 平移 多 角形 到 z RY CoE LS, Æ 
量 4 可 以 用 求 放大 、 缩 小 以 及 旋转 多 角形 。 换 避 之 ,如 果 没 有 
常数 4 和 B， 那 么 我 们 所 映射 的 只 是 相似 多 和 角形， 因此 为 了 映 
射 实际 的 多 角形 ,我 们 有 充分 的 自由 米 选 择 4 与 了 。 例 如 在 尘 
角形 的 EET, RM 有 角 一 一 角 一 一 角 的 :对称 怪 ， 因 此 顶点 
t,t yas ARRAY 随意 指定 。 在 四 边 形 的 情况 下 ， 内 角 莽 
不 足以 确定 相似 图 形 。 作 为 补充 ， 我 们 必须 再 规定 两 个 相 邻 边 
长 度 的 比例 。 这 表明 ,四 个 常 歼 wj tay us, h RA SS ANT DER 
指定 。 第 四 个 必须 这 样 选取 ， 而 使 得 画 数 | 

ie D lo - 一 a k= do -I 
JULIE HEUER SRE OEE. ARB, 对 于 

n 边 多 边 形 ， 除 去 内 和 角 以 外 ， 还 必须 规 E n - 3 对 相 邻 的 边 的 
Hid. KRM uy 中 只 有 三 个 可 以 任意 指 Æ, Rn- 
AMARE IRERE 

最 后 ， Si WHITE RUGS AEE MIA. W 
45, 


tT o- ienga E 
REET. 
O E o-mwen, 
Aw 为 上 条 平面 内 一 点 ， 由 于 多 角形 的 外 角 之 和 等 于 27， 
BAD (~ a) 二 2#， 因 此 


Ed 
A-T 
ae 二 2， 


从 而 对 于 这 分 大 的 jo| ， 上 述 积 分 与 1/a? 的 积分 的 性 态 类 
也。 因此 上 面 更 个 广义 积分 存在 ， 并 且 具 有 相同 的 值 。 这 是 因 
为 沿 着 上 侍 平 面 的 一 个 大 中 园 周 的 积分 当中 园 的 个 径 趋 于 无 限 
Hy, BFR. es 

C Bj 6.5.6. RRR H, 它 把 顶点 在 z= 二 -1; 2=1R 
2=73 主 的 等 边 三 角形 映射 为 到 上 个 平面 ,并 使 三 个 顶点 分 别 
映射 为 由 二 ~ 1，0，3， 根 据 上 面 的 讨论 ， 我 们 有 


d eee, , - ~~ > 
= =A(w+tD /3 w? Gy - t), 


dz so [u nN _ = 3, 
dE E A 


L 


现在 可 确定 4 与 8， Ge TL eH w= -1,0,1, 
例如 : 


Heeb: 


1 
TET = 才 ，- Tota®-p]»3 


a 
= 1 
a a pts. 
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一 。 1 i ; 


Ke D a “dz 相似， 
所 以 它们 都 存在 ， 并 且 均 为 有 限 复数 。 

如 果 我 们 规定 无 穷 远 点 为 某 个 项 点 的 象 ， 著 么 情况 有 些 不 
润 。 在 这 情况 下 ， 在 实 轴 上 少子 一 个 w 帮 为 顶点 的 象 点 。 央 
此 ， 如 果 第 个 顶点 (其 内 角 为 w.) 是 co 的 象 点 ， 则 


”一 二 .一 i Co — W, ug) ee aml ? 


现在 : 


kal T 
RHF, <T, ik n= g an 
| fi (a =u) “ee Dd 


Wo k=] ; 
Aik, AURORE, SUWE REHAR. MER ATA 
ERRA., BA, Ew Ew A ST, 
:dz 的 幅 角 的 改变 为 n-an AWET, AAR 们 已 经 固定 
TATRA RAEN, STR ERR ER Me, 这 
RARE us Way +>) Ua 中 必须 确定 mn-2 个 。 

例 6.5.7. WRM EIE 顶点 在 >= -1, 1，:; wae ji 
HASAN AAR LP SA, HERS PLAS 
Aw -1, 1 和 co。 根据 上 面 的 讨论 ， 则 有 


dz A(w+ 1) 3 (Cw — 174 
dw 
=A 1) 
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其 中 4 及 有 由 以 下 方程 确定 ， 
-1=4| yt dot 8, 


0 (œo 一 na 


ce. 


t 
i=4 il Z WAL 
KERIDWEN MRD. BEREE, HAAR Ao: 
习题 6.5 
1。 RRM, CHEATERS = (2 J0<Im(z) <a) BRS 
为 单位 园 的 内 部 。 写 出 关于 这 个 局 形 域 的 Dirichlet 问题 的 解 。- 
2. 试 求 一 函数 ， 它 将 前 形 域 l 
Saale Jo<Re(z)<ay. Im (0 
B 


3, BRIM, CE EPRE D (如 图 6.5.2 所 
ers 


Fy 6.3.2 
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FZR D', 


any, TY 


图 6.5.3 


.6.6 RA 与 洞 的 流动 


我 们 在 6. 书 中 导出 的 关于 不 可 KAH, ERUH IN 
钵 的 流动 方程 是 建立 在 如 下 假设 的 基础 之 上 的 ， 部 在 流体 流动 
的 区 域内 旗 没 有 沅 也 滩 洞 。 这 表示 复 速度 势 在 流动 的 区 域内 没 
有 奇异 点 。 在 这 一 节 内 ， 我 们 要 假设 稍为 一 般 的 情况 ， 郎 在 流 


动 区 域 的 边界 的 某 些 点 上 ,液体 可 以 进入 《有 污 ) 或 流出 《有 
D 的 博 况 。 

例 6.6.1. RLS PHAR ELETTA 其 中 
很 设 实 轴 是 一 刚性 边界 ， RAAB, ee 
REM ERE A LPS BURR w =A fog z= Agla + 


Trang ayy 其 由 一 部 /2<Carz 2<37/2, HA 是 实效 。 这 西数 在 
上 持平 面 内 是 解析 的 。 设 w=$(x, y) +id(z,y)s WS arkz 是 


常量 时 ， # (x, 9) = Aarg z RRR, 因此 流 线 都 是 径 向 射线 。 
速度 为 i 


流量 是 
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枉 每 单位 时 间 内 ， meee ae el =R, 0<argz<a 的 流体 的 


A’ 


T pV -Nds= paf d0 一 rod， 


它 是 .个 与 有 R 无 关 的 常量 ， 这 就 是 所 求 的 情况 ， 邹 流体 在 原点 
AeA E EREA EPA aH A Z H | 

2X. 6.6.4 ERB HE AWD rb 沉 的 复 速度 势 是 指 
“sie w (2) = > A log (z - zo), RAPEREM. 在 强度 为 4 的 
点 zo 然 ， WAN EA BIR 数 w(z) = -A log(z- 20); 这 
里 4 是 一 个 正 的 实 常数 。 

BI 6.6.2, 设 有 一 宽 庆 为 天 的 直 管 道 ,其 边界 上 某 个 有 限 
点 处 有 一 强度 为 奴 的 沅 ， 试 求 流体 在 管道 中 的 流动 。 不 失 一 般 
性， 可 设 此 直 管道 是 带 状 域 s= fal 0<Im(2)<h}, A TE 
原点 。 在 这 种 情况 下 ， 我 们 不 能 应 用 例 6.6.1. HORE, 
这 是 因为 党 体 必 然 行 窗 在 管道 内 而 不 能 向 各 个 方向 流出 ; h 
WE, REEDED, -PHEN ee 
道 的 右边 "如果 采用 变换 

e Ep 


te 则 问题 就 变 为 中 平面 的 问题 ， E 

RABE. HATS SAN AEERA RKA. Ait 
SAER URAA Ae 原点 < 一 0- 对 应 于 6 三 .在 此 变 
换 下 ， kaz lz, =R<A, 0 Sarg zn WR 射 为 上 的 上 中 平 商 上 的 
— Aa, FAB C= 工 的 右边 卖 辑 上 一 点 起 经 过 上 =1 的 上 
方 到 &= 站 的 左边 的 一 点 止 。 可 以 证 明 菠 体 在 单位 时 间 内 演 过 这 
RNW REA KERAHE E RE E= 处 有 一 个 强度 
为 4 的 沅 。 因 此 , ZE E= 1 AIRE A WIDER 2 — OAIR E 
AAT. REAR. XAA EREM AARAA, 
所 以 必须 在 E=0 kb — AEA 4/2 的 洞 ， 这 样 才 能 使 从 
原点 流出 的 流体 流向 直 管 道 的 左 端 点 。 因 此 映射 后 的 问题 变 成 
6 的 上 中 平面 在 上 = 1 处 有 一 个 强度 为 4 的 污 ， 而 在 E=0 处 有 
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一 强度 为 4/2 的 洞 ， 所 求 的 速度 势 pe 
w(t) =A log(¢~+ 1) ~ (4/2) log č 


= Alog(e"*/*— 1) -Slog erzh 


| An 
oh < 
例 6.6.3. 设 直 管道 如 习题 6.5.4 所 示 , 并 设 在 管 边 的 左 
过 很 远 处 流体 有 一 个 均匀 速度 为 8 的 流动 流向 右边 。 试 求 流体 
在 管道 内 的 流动 。 根 据 Schwarz -Christoffel 变换 ,可 以 
找到 一 个 变换 5 三 f(z) ， 将 上 述 管道 映射 为 上 华 平面 ， 并 使 左 
ee 这 样 ， 便 转化 成 中 平面 问题 ， 而 在 原点 处 有 
当 强 度 的 沅 。 在 单位 时 间 内 ， 流 过 左边 给 定 的 垂 线 的 流 
a 在 F TIAI R AALA At — EA 
U/2 的 沅 ， 而 所 求 的 速度 势 为 : 


w= lens = pleas). 


有 - RIG DRIER ATL, ell “CRP” 的 位 势 。 
考虑 在 ce” 处 强度 为 4 的 沅 ， 以 及 原点 处 强度 为 4 的 洞 ， 这 两 
者 合 在 一 起 的 位 势 是 

w= A log {z- agtt) 一 - 4 logz i 


-ae A log 《> 一 ae) 一 log z 
-ae't - 


= Alog(et-4 


Eee ete a 


RN A= alts t ARER HAPAA TEAN 
4a4 为 一 常数 ， HaA=M, W 

wi Meri lim Et lot = eM 

。 i Azad Az i Tz 
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这 就 是 位 于 原点 处 方向 为 a BB RE Ma RR IH. ihe 
-于 so 处 方向 为 a 强度 为 可 的 偶 极 的 位 HFPA w=-e' M; (2-20). 
考虑 速度 势 ， 假 设 0=arg(z- 25), 
%(z: 切 一 -Refereadg1(z->o)]， 
本 Re [eve 


is lz- zol 


— ~ Mcos(@ -a) 


|z- za] 


ot les 本 
ear [cos6cosa + sin@sina ] 
ie 


.= ~ M0 cosa ~ Ma TA Ai 
, a2 eol ol * 


d 
= — Y= = 
{— log jz—Zy'; 


这 里 d/ dn RE BBA a 的 方向 导数 。 

例 6.6.4. 试 证 流体 流 经 单位 园 柱 体 的 位 势 是 以 速度 为 U 
约 均匀 流动 与 原点 处 的 方向 为 强度 为 U 的 偶 极 子 的 势 之 和 、 
RIEM A 6.1.1. ) 位 势 是 


al a ae 

w= v (=)= Ure E, 

yù 与 洞 以 及 偶 极 子 的 位 势 在 静电 学 、 静 磁 学 、 热 传导 等 等 
方面 有 重要 的 应 用 。 我 们 已 经 知道 (第 6.1 节 ) Bt A z Ht 
HEAT zy 平面 的 一 个 均匀 线 电荷 的 势 是 

Alnlz—z | = Re[ A log(z-25)]. 

从 一 点 热 沅 向 各 方向 的 径 射线 传导 的 热流 动 也 具有 相同 的 势 。 
在 zo 处 的 磁 偶 极 子 也 有 势 风 = - Rele M] (2-2 ol。 在 下 节 中 
我 们 将 考虑 点 电荷 、 点 沅 与 偶 极 子 的 巡 续 分 布 的 情况 。 
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习 题 6.6 


1. MHP 6.6.2 与 6.6.3 的 流动 的 一 些 流 线 。 

2. 画 岂 偶 极 子 的 一 些 流 线 。 

3. 试 证 在 保 角 变换 下 ， 强度 为 4 的 沅 映 射 为 强度 为 有 4 的 
to BIB 2apA Fe iE TE BI ELA Pe, PE 
ARG RMT, WEE 流 经 上 过 园 在 由 平面 上 的 象 的 流 
Eo 

4, 试 证 在 保 角 变换 ENOT zo 处 强度 为 M 的 侦 极 
TIRI A fF wo = f (25) IRRE AM !f ia BART o 问候 
极 子 的 方 负 改变 吗 ? 


6.7” 体 分 布 与 面 分 布 


在 上 节 已 指出 一 直线 沅 或 洞 (Fz BD 的 复位 势 是 
w= Alog(z -20), 这 里 4 是 一 实数 ， 对 于 法 ; 取 4 为 正 实数 ， 
NTR, RA GSR. WE, 各 时 沅 或 洞 分 布 在 一 有 曲面 薄 
片上 ; 而 这 薄片 垂下 于 2 平面 县 与 z 平面 交 于 曲线 只 ， HAs 
{AA 


wi={_ olé, mivete id 20 90° 
| 其 中 co (E, m) ETEMI Eto 一 5 Sin ota HIE, 
pi Pe e | om) log Vte EH ds, 
我 们 称 EH RIB. | 
ORI EA a to 且 其 方向 均 沿 着 C 的 法 线 方 
far. MUA 2 
7 ( a &, n) es 于 


uti z) a - 
-C z— 2o 
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而 速度 势 为 

$(2,y)=Rew) =- fo En) Eig (e-t)? + m)? ds, 
这 里 d/dn 是 沿 着 的 法 线 方向 的 方向 导数 ， 我 们 称 此 REN 
BEK 


如 果 线 沅 或 润 分布 在 xy 下 而 的 二 个 面积 R 上 ， 其 强度 
P(E, mdé dn FRAR dé dn 成 正比 ， 则 复位 势 为 


(= 人 oemlog(z-zo)d dn, 
R 
i | 
Fen) -Re (w) ={[eem leva -H F n dė dn, ! 
FR' 


RTE A. ; 

TA, WREE oE Io EMARKY, WAEN 
BRAM TRIE. 洞 或 偶 极 子 所 占 的 点 处 是 调和 的 ， 一 般 
地 ， 若 机 证 明 这 些 势 画 数 在 被 沅 、 洞 或 偶 极 子 所 占 的 点 处 也 存 
在 ， 则 还 需要 对 密度 画 数 加 上 更 强 的 条 件 。 在 此 我 们 不 考虑 这 
ARR, RATS OLD. Kellogg ， 位 势 论 基 
A (Foundations of Potential Theory), New York, Dover 
Publications, Tnce,, 1953. 

iP TT BBA EAR, Bl E Cauchy 型 的 一 个 
积分 。 命 刀 为 一 单亲 曲线 ， 且 f6) 为 定义 在 C 上 的 一 个 实 值 
FAR APEC Lie Lipschitz 条 件 ， 由 定理 3.5.4， 则 
Af fO_ gg 


ni Jc €- 24 


rene zo, 积 分 在 Cauchy 主 值 意义 下 是 存在 的 , AMR 
| d6=F (zo) ~ f (20) | 
=F (zo*) + flzo)s 
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PB Fe) 49 F (20°) PW EY = AC 的 内 部 以 及 外 部 趋 
于 Zgo 时 


~ 


“ni de E-z 


药 极 限 。 现 在 售 上 ->=re"， 册 de =drzte 二 iretedb， 且 
F(=4{ LE). (dre' +ire"d8) | 


TIC r 


| ae Odit er LO, 
: : T 
Re[F(2)}=2] /0d0= 1| pesas 


_ -1f f(r lo- FA 


由 此 可 见 拨 (z) 的 实 部 是 双 层 势 ， 因 此 ， 有 如 下 的 双 层 势 的 定 
FH; 

定理 6.7.1. ace 一 单 闭 曲 线 ，o (6,7) 是 定义 在 C 上 
WSC REE Lipschitz RPF, WR 


$m = f DE Ins ds 
在 C 上 的 点 z0=zxo+iyo 处 依 Cauchy 主 什 的 意义 米 说 有 意义 ， 
并 且 满 足 g | 

É (£o; Yo) =@ {zo ) = AO (zo, Yo) 

=P (2) + a(r9,¥a) ; 
XE DGT BD (zo AWAY 2 AC 的 内 部 以 及 从 C 的 外 部 
BTC ERS zo 时 $(zx,y) 的 极 腿 。 
定理 6.7.2， Pua, y JERALA, EO 
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线 C 上 及 其 内 部 有 有 如 续 的 二 阶 仿 导数 ， 则 半 在 C AY Hy LA Ze 
示 汶 一 个 单 层 执 、 一 个 双 层 势 以 及 一 个 体 分 布 的 和 。 

”证 明 I Cry yl ECAH A, Fu (-1/2a)la'z-<)), 
FPR RIA] Green 5/ BE, KE REC -HUTE zo “PARE 
分 小 的 网 之 问 的 区 域 ， 于 是 
人 coy -vV w) dedy={ («22 -oft ds 


R n 


2 ou ou 
\, (x -%) sents 


这 里 = jz- zol ,在 R 内 ，YVzu=0， 因 此 当 p 0 时， 有 


#4 (VY? ujlogr dx dy 


esl d 1 | (du 
=- | uw logr ds + = 人 Jior ds, 


2a. 2 dn 
o 1p aa. 1 ma E 
mn Qa |， uae am 2x Jo \dr oa 
出 此 得 ees 3 s eee : $ wha a> Ye 
Ven)iog r c f 1a) 7 
¢ = a, = oe / 
4 (To0, Yo) {i =e logr dx dy 十 。 me ak logrds 


-[(- 1 中 人 1og rds, 
=a Aek: 2m dn re 


Hh AL u Gon) TARE VuZ 为 密度 的 一 个 体 分 
Af, AC 1/2a)du/dn 为 密度 的 一 个 单 请 势 以 及 以 -wi/27 为 
密度 的 一 个 双 层 势 之 和 e © 

推论 .8.7.1.， 设 上 满足 定理 6.7.2 的 条 件 ， 并 设 在 一 条 单 
RRC HAERA I u 在 C 内 一 点 的 信 可 以 表 为 C 上 一 
个 单 导 势 与 一 个 双 层 护 之 和 ， 部 
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neon) =| (- + 4 7 Vlog rds-| (- ae logrds, 

HES RAE RIX Hu RAC 上 的 一 个 单 层 势 和 一 个 双 
层 势 的 方法 是 唯一 的 。 事实 上 ， 在 下 节 中 将 证 明 存 在 一 个 双 层 
Wo MR ETARA Dirichlet 问题 。 

Fit 6.7.2. iu ERDARAK, W 

uzo yo) =f ur, qb, 

HH x=zxo +R cosh, y=y +R sind, RELE (zo go) 的 
RRP, HEAR lz - zol <R SERMON, MEL, ut 
园 心 的 值 等 于 它 在 园 周 上 的 平均 值 。 

证 明 对 园 域 |z 一 zol <P 应 用 定理 6.7.2. 便 立即 可 得 
Hiit, HRCA {z= z! =R, 于 是 


uraiy) = al, es RAD 3 


C o prd i 
| a E Rf (3) Rae 


所 以 
ae = a fe u(x, 9) 4, 
| or» Yo an to oY 
习 题 6.7 | 
LO ASSASSIN, AANB ME DS BIA IB 2D 
Per í 
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eae dé dn dé, E 及 


这 里 > Wo — SEES $)? RÉE Z Ez a) E 
与 定理 6.7.2. 及 推论 6.7.1. 推论 6.7.2. 相对 应 的 命题 。 
2. au 在 园 ,lz - zol =R LRA, iE 


ees 
uoy) ll dr dy 
BOL, HPD REAR [2 - zo| <P, 


68 奇异 积分 方程 一 


从 前 节 可 兄 Cauchy 型 积分 与 位 势 论 之 间 有 密切 关系 。 在 
本 节 中 将 对 此 种 观念 称 加 扩充 ;并 证 明 某 些 包 含 Cauchy 型 积分 
的 奇异 积分 方程 可 解 。 tt ii Bae 
的 应 用 。 最 后 将 证 明 Dirichlet 问题 可 以 用 积分 方程 KR, M 
而 可 证 Dirichlet 问题 的 另 一 个 存在 定理 。 

例 6.8.1. ROS — MPH, HD- iC 的 内 部 ， 
Did 的 外 部 。 试 求 一 分 片 (Piecewise) 解析 西数 已 (>)， 它 在 
刀 - 及 刀 : 内 解析 ， 而 使 得 ,Him_ 严 (2 一 0， 

Ft A _ 4 | 


F (297) ~ F (26) =f (20), 

这 里 z, 是 C 上 的 一 点 ，f(z) 是 定义 在 C 上 的 画 数 并 且 在 C 
LWE Lipschitz ‘th, Feo) 与 已 (zo 人 分 别 表 示 当 z HD 
及 D, MT zo MH F (2) ORR 这 个 问题 应 用 定理 3.5.4 可 

以 很 容 罗 得 到 解决 。 事实 车 。 = 


2ni PN 
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解决 了 这 个 问题 。 这 是 因为 由 定理 3.5.4, Mm Re ACEH 
点 ， 则 


fv dé=F (207) ~ Èf (20) 


2nt c+ 29 
= F (2,*) +510) ; 


这 里 积分 是 在 Cauchy 主 值 意义 下 定义 的 。 因 此 就 得 到 
F(z0)— -F(z0')=f(z0). ; 
ERRER RRE. Kid AARE RE 的 ， 这 是 
WARDE EG iE 
G (29) -Er (20°) =0. 
畦 此 G(z) 在 非 延 拓 的 平面 上 是 解析 的 ， 当 且 当 z 趋 于 oo 时 趋 
FẸ., MitiG (z) =0, 
例 6.8.2. 设 C 是 一 单 闭 光滑 曲线 ，9(zo) 是 C 上 给 定 的 
eae, FF Lipschitz 条 件 ， 试 解 如 下 的 奇异 积分 方程 : 
mt -4f or Fa, 88 = 90) » 
这 里 1(z) BPR. A ABE 3.5.4, es 
FARE ABER 


F= ot | e dé, 
i a 
F (207) +F 20") =g (20), 
-考虑 . 
_ F(z), z 在 Dz 中 
GO=} Fe, z% D, 中 . 
BZ 


G(297) = G(z0*) = g(z0), 
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FFH ETA 


P 
G(z)= ] | Doc) ce 


2 c+ -z 
cies 
Flen SE (2) )- F 97) =G 20) + G (20 
ia HE) 3 
-1j Oat. 


“可 以 证 明 ， 当 f (AKA RRR RU, (O CEW 
Lipschitz 条 件 ‘”。 因 此 ,f(z) 与 9(z) 的 表示 式 是 完全 对 称 的 。 
这 意味 着 积分 方程 的 解 是 唯一 的 。 | 


我 们 还 可 利用 定理 3.5.4 导出 一 个 重要 公式 ， 这 公式 在 


解 Cauchy 型 奇异 积分 方程 是 很 有 用 的 。 设 


_f. /@® 
gao) Oni r 


_g{e) g 
hed = ger] 


c+ 6-25 
ME f(z), AM 2) 5A) EC LER W Æ Lipschitz. fF, 
Hop C AA— Jee dhe. LAE HAC) A OR m 出 求 
(起 如 可 能 的 话 ) o pen hag AR Bs 


6005-2 ue, 


则 


i*) SEND. Muskhelishvili, AHR 7) fi(singular Integral Equations? 
Groningen, Halland: P.Noordhoff, N.V,,1953, PP.46-48 
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部 


Ce- FD + a fat = Lye) tge), 


2nilcrČ -zo 


Hed=1g le) +l LE c= toed thle) 


2nisc+O-—2Z25 
RAR AAHeRPK, Mitt 
H@=g | SE dE -f FE) ge 


2zi ĉ-z Ani Jc+ -z 


= ee = p 
= G (z) 5 G {2) 5 G (z). 
PTAH (29) -+ Gz), FF 


hls) = Ge -了 | 6 a) - Ff len) |= FF eo) 


或 者 … 


Ai , ( LO atar, 


~ (2mi)?les r~ zo ice -r 


KARER LBRO Poincaré- Bertrand AR, 
例 6.8.3. RFR R: ee 


| aa b. f() 
‘glz0) =af (20 +| fae, 


C+ 上 一 20 


这 里 < 及 过 是 常数 ，az5.C 是 一 光滑 单 闭 曲线 ，9(2) ECL 
iw Lipschitz 条 件 ， 且 zo 在 C 上 。 首 先 ， 将 方程 乘 以 Ge， 得 
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] ag (zo) =@f (z0) +2 FO) de, 


c+- z, 25 
F Sy FR FR A bl zie -—2y) FRYE CL 关于 zs MS, FUR 
Poincaré — Bertrand 283%, 


bf 9(zo) g — ab; Fv) ge, 


Ti Ct Zq7 Zz ti Ct Zgo 


ae é) 
* Gay? (x1)? ee ft z 区 e a Jaz 


=o Eo +6? f(z), 

iN PRAT SEL 1/ (6? - a*)， 我 们 得 

b ae o, 
xi (b? 一 -a | Zo- 3 

现在 让 我 们 回 到 Dirichlet 问题 ， 回忆 上 节 , 已 知 可 把 在 
一 光滑 单亲 曲线 CE 内 亩 和 的 某 个 画 数 表 作 C 上 的 一 个 双 层 势 。 
RCH ARE, RNR RRM PF 的 Diricblet 问题 。 求 一 
在 己 内 调和 的 画 数 ， 它 在 C 上 及 其 肉 部 是 连续 的 ， 而 在 C 上 取 
实 的 边界 值 9 Co, KE z EC EWS. RZF 求 用 双 层 
BRAM, IMT LAE, OBR, A 

PO- 


c+O-2 


Zo- z 


fay j2 (2 t= 


出 Re[ F (2) URS. Az 由 C 的 内 部 趋 于 zo. Bh 


FCE) 
ail Ge 二 


HEE Rel EF (2) ] Æ Dirichlet 问题 的 - -R REF 
= 9(z9), AT - 
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Fe =1ftz0) 十 


a4 


ae aT) 


ce 人 

9(zo)= 半 1(z0 +I] | eae | 

=i] 1 

=le) +- |. ,On (Fo ee 
Fed +i f OE ds 


saa A a T 
Fao) =|. fos ea ds; 


i 这 里 6 是 矢量 上- 。 Zo SGC Ae a AeA? HIE. Fil Hd 


Cina ARE, TEHER |E- zol “1 cos FEC 上 是 连续 的 。 
这 样 我 们 必 和 积分 方程 : 


ad= Fle LOK Gat | 


KEKE c EEH z MEREN o 
24] ARABICA VER nF & Fredhofm Jy 程 的 结 BR. ler 
dholm 积分 方程 具有 唯一 的 解 的 充 要 条 件 是 对 应 的 章 欢 方程 
(g=0) 只 有 平凡 解 (f=0)*。 利 用 此 结果 ,可 得 Dirichlet i 
题 的 一 个 存在 定理 ， 其 存 法 是 证 明 方程 


edat FOK Gadde 
DAFAM. Bie a: 


ft Fie 
-H (e). ha, Č ods. 


» 其 延明 可 人 在 了 .次 .Dettttat: “物理 与 工程 中 的 数学 方法 (Mathematicat 
Methods in physics and Engineering) New Yorks McGraw-Hilb 
Book Company，Inc.，1982, 中 找到 ， 试 将 这 结果 与 7.7 及 7,8 节 的 Sturm- 
Liouville?) Mg BL, l "O a 
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对 于 齐 次 问题 
Re[ H (z3) ]=0, 


这 意味 着 在 C 的 内 部 Re[H(z)]=0, RX 意味 着 mH] 


=k, XHAYA-BH. HU 


H(z)= ae= T3 


ae č- 
当 = 在 C 之 外 时 ， 考虑 积分 


G2) = rhc fac, z 在 C 之 外 ， 


l Ct č- z 
出 定理 3.5.4， 
H (e) - Ges) =f (z0), 
ik - GEE) = fleo). 
由 于 f(z0) 是 实数 , 故 Im[G (23) ] = & KRA 1m[G (2) ]= 4 
从 而 G(z) 是 一 常量 。 但 lim G(z)=0. Att k =0, GH= 
TN 而 f(z0) 0。 这 就 证 明 T HARES 方程 有 一 个 解 ， 这 就 


证 明了 Dirichlet ja] 4 解 的 存在 性 。 积分 方程 的 实际 解 可 以 用 
BERF 的 技巧 求 出 。” f 


习 TT | 
1. 利用 Poincare-Bertrand 公式 解 例 6.8.2. 
2, 证 明 在 Poincaré—Bertrand 公式 中 的 一 重 积 分 不 能 用 
MBDA AAEM | 
3. 证 明 例 6.8.3 的 积分 方程 的 解 是 叭 一 的 。 
4， HEZ je- zol 在 C 上 是 连续 的 ,这 里 2 与 ao 都 在 
CE, HEACARAMEH hE, 


* $A 1.W.Dettman, Mathematical Method in Physics and En- 
gineering, PP.246-258, 


GA 


we 


可 


第 七 车 MM 分 方程 


7.1 分 离 变量 法 


我 们 知道 ， 常 微分 方程 在 工程 和 科学 上 起 着 非常 重要 的 作 : 
用 ， 在 解 一 些 仿 微 分 方程 时 ， 和 党 微分 方程 的 作 用 也 是 很 重要 
ERAT A A EH KERE 
的 作用 。 

在 类 多 数 应 用 中 ， 我 们 都 是 寻找 一 个 实 变量 的 实 值 西数 使 
它 满足 一 个 给 定 的 微分 方程 和 某 些 边界 或 初始 条 件 。 由 于 这 个 . 
绿 故 ， 问 题 通常 是 一 个 实 变量 问题 。 然 而 如 果 在 复 平面 上 考虑 
这 些 问 题 将 使 我 们 得 到 更 多 的 认识 ， 这 正 是 在 复 变 机 数理 论 一 


书 中 包含 这 些 研 究 的 理由 。 


考虑 中 径 为 吧 的 园 域 里 的 Dawe 问题 确定 一 个 画 款 
u(x y)> EE lel <R 内 是 调和 的 ,在 二 | CRABS» FE 
县 在 加 -及 上 取得 给 定 的 边界 逢 9(0)。 FERET, Lanlace: 
AER - 


Qu 


teas, Fy: i Ou =o, 


w F ers Og? 


让 我 们 ARH AE, 它 是 é Ay 与 一 个 r 的 ry 数 的 Fe 
RR, Olu(r,@) recut RY 
1 


v" rot + owt F vw" =0, 


w _ = rey" Soe ru! 
w p s 
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EUREO NEK, MALKE r 的 画 数 ，0 和 ”必须 恒 满 足 
这 个 方程 ， 此 因 


A Ww o OT 

这 里 4 是 常数 ， 我 们 必须 寻求 两 个 常 做 分 广 RRR: 
7 ma" ~aws0, i 
r2y" + rv’ 十 GD 一 0. 

先 考察 第 一 AGE, 著 4 是 正 数 ， a 

gy (69 = DOES: ia 
但 这 不 是 9 HARB, HTB ener BS 8k, BR w(0} 
=w(20), BRIEF A=B=0, 因此 a<0,. A a= -6?, iiw” + 
Sw=05 从 而 a 

ean ‘wy)= Acos oO LH sin bb 
为 了 使 也 成 为 连续 亲 数 并 具有 连续 的 导数 ， BA ban, (n= 
0,1,2,--), Was -n 从 而 第 二 -个 方程 变 为 ; oF 
ry” ro 一 120 一 0， 0 cre 
这 是 Eiiter RHE: ROAM rt pr, 如果 azo 广 则 必 
Ree, ATER ASE K E RR ee WARNER 
Laplace BRAIN E ETIE RIIE epe 
wor ,0) =1, un, (r,0) =r" cos nô, un, (7,6) =r"sin-nd! ` 

然而 这 些 解 在 r=R ERRERA ER A E 9(9)。 但 是 ,由 
“FR 77 FER HH lead te a i 
PREHR Woo 


u(r,0) = oa x 《om cos ng 上 r say, 
对 于 r=， ` 
ul R, 6) =g9(8) =o + >> (a, R” cos nf +b, R" sinn), 
n=1 
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这 是 9(9) 的 Fourier 级 数 ， BH 
an [a0 cosngdg, 
| bemin Ce)sinngde， 
我 们 将 在 .8.3 WER.: 如果 g{0) 是 连续 的 ，9(0) 一 g(2z)， 
FF gf) FARGER EB, 则 它 的 Fourier 级 数 — Flee 
于 它 自己 ， BTA RNA es = ods . 


ulr, nE TOLE 


+ È = 4 \, gC9) (es në cos nbs + sin nésinnd) dd 


=ġ% 4f a(d) 2r rie nas 


二 
-4f gljdo 


= j" at) [ 3 a og n(@~) - 1Ja6. 


tek bas 


emmy St, f= peis; eats WR 


C+2 

”Ee : i © D8 aot DAs 
ae GF PaE 
beg e PE, a 

i t ee So etek Sey ee cae th fas 
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TO ROL EAC 
-Re 二 |，o5(9) tag 


-Re g($) +a)E-D) dé : 


2a Ret rt- 2r R cos (0 一 
_ 1 {7 © pe - 
| gC) - “Re + Fa ce py? 
3X1) Æ Poisson 公式 。 


Dirichlet 问题 的 解 ， 说 明了 分 离 变量 法。 作为 另 一 个 BE 
F, 我们 考虑 在 极 坐标 下 的 Helmholtz FR Vit Au=0, Of 
Pu 1 ðu 1 du 


| are tr tr age tum 0 
假定 u(r 的 =v(r)wt9),， 则 ` 
wo" + = wo! 十 ow" +Avw=0, 
en we re” try! tAr’y 三 二 
w eerie: |S ar ae ` 


这 样 ， 我 们 便 得 到 两 个 党 和 分 方 和 
w” +n? w=0, 
ry? + ry! re Ar? -n)v= 0. 
ai aa FERF Hi x= Va rs 则 得 到 
-一 i go" 十 zl + (22— n*)v=0,- 
这 里 的 导 才 是 v 对 工 求 导数 ， 这 是 Bessel 微分 方程 。 以 后 我 
们 将 要 详细 地 研究 它 的 解 。 
作为 最 后 一 个 例子 ， 我 们 考 起 球 坐标 下 的 Laplace 方程 > 
ér 


68 


Ou ,2 ðu ,1 ğu coté du 
2 = —_—_ —— 一 一 一 一 一 
x ðo p dp p? opt p> dg 
1 Ou 
i p*sin?é an 
R 
办 -aPC 9,2) 


d 2, 
Pai 
ee 
F a 


f ~ 
~ z 
p a - 


oH 

i 

! 

1 

t 

} 

i 

~ 1 
~ | 
I 

l 


7.1,1 
假设 u(0.0,6)=f(p9 OG), 则 
py 2 f FG yu cotó. . 
ghf Bd ta” ui a f gh 
+ | 1 fhg" = 
Pp’ sin2¢ , 
pf" +2of (i ahh 1 
A G tooth IRT. 


pf” + 2pf' -af =0 


H 


g 


8-)=a, 
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sin? bh" +sin é cos $h'+asin? dh __ 9" p 
A -. g ; 
g" +n*9=0, 
sin? 6h" +sin ġ cos ġh' +a sin? $h— n*h=0, 
在 最 后 方程 式 中 ， 作 变量 替换 z==cos é, WHEA 


(1 -2 — 2th! +(a- a ya=o, 


这 是 件 随 Legendre HH, MR n=0, 我 们 有 
(1 ~ x?) ~ 2xh' +iah=0 


jX# Legendre 方程 。 以 后 我 1 ] 将 要 细致 的 研 究 Legendre Aye 
和 伴随 Legendre 方程 的 解 ， 它 们 之 间 有 密切 的 联系 。 


1， 考虑 常 微分 方程 rzw + oxy’ +by=0 这 里 a 和 65 是 常 
数 ， 假设 解 的 形状 为 4 一 2” 证 明 这 个 方程 有 解 y =r gy, = 
zm, jef m 与 ms 是 特征 方程 m(m- 1) -am+8 一 0 的 根 。 
2。 考虑 在 球 坐 标 下 Helmholtz 方程 V2u+Au=0 的 分 离 
变量 法 ， 证 明 径 向 部 分 f(p) 满足 方程 
pf" +2pf'+Apf ~af=0, 
这 里 4 是 一 个 分 离 常数 ， 售 为 mn(n+1)， 这 里 ne Ne 


Bo MER R =o 与 gp i JEM v 满足 Bessel 方 和 
ry" + xy [et -(n4 LJ] y=0. 


3. 假定 Legendre 方程 
(1— —2x2)y" -2xy'+nln+1)y=0, 
有 一 个 解 .P.(z)， 这 里 4 是 一 个 非 负 的 整数 ， MERER Leger 
dre 方程 
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2 
(1-2?) a” ~ ru' 十 | n(n4+1) -Æ ju=) 
l | ee a 


AA w= (0-22) 2S Po), 其 中 m 是 一 个 非 负 的 整 
数 。 
7.2 存在 定理 与 唯一 性 定理 

在 讨论 常 微分 方程 时 ,首先 碰 到 这 样 的 间 题 “这样 形 成 
的 问题 是 否 有 解 ? 且 解 是 否 疙 唯一 的 ? ”我 们 将 证 明 一 些 存在 
和 唯一 性 定理 以 说 明 解 决 这 个 问题 的 一 般 途径 。 ” ” 

定理 7.2.1. Bul) ERER + 与 + 的 连续 的 实数 什 
两 数 ， 定 义 在 年 形 域 R={(f,z)] lt- tol <a, jz-xo1<b) 上 ， 
Zult, r) ERARA Lipschitz 条 件 ， 这 就 是 说 ， 存 在 一 正常 
KK, AMER AE BLA Ga) 5m), © lut) - 
u(t,z2) <K ler- ral. MEEN RM 2 (1), AG =uLt, 
=) | EEE 上 -如 <c=min [a,b/M] 的 一 切 R E 
WEIER r) 一 za， 这 里 M 一 max ua). | 


证 明 “我们 寻求 积分 方程 本 
=(G=zo+| ult ,x(r} ldr 
WAN, BRR A W E 2 ult 2) A a(t) = 
xzo， 我 们 用 迁 伐 法 玉 解 这 个 积 区 方程 。 作为 第 一 级 近似 ， 我 们 . 
Beo =r, 于 是 
Pre 一 20 十 ie u(r,xZo}dr, 


nrt |) ulen) Ide, 
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人 sat | ulr zsCr)ldr 


在 |t- fo! <e 时 ， 我 们 能 够 证 明 每 一 -个 逐次 诅 近 都 合 在 民 内 ， 
例如 


[x)= zo! ie ur ,xo)drl <M |t- tl <b 
假设 leet) -ml<o 则 
jas) -zl = [fi aiea dr <M He tl <b, 
因此 ， 由 数学 归纳 法 ,对 所 有 都 月 Dr <b. 
| BB RB rot D [2()~ 1], EISS AE 
Hen), WH he sole, 我 们 能 证 明 了 
OEP < Ko, 


a 
MARFAN, i= 则 

al) ~ = 化 rszb)arl <M lt- ta 
假设 不 等 式 对 于 n= kR M- ee 


[x Ct) — £r- C) cM ”a 


anO- e601 EN tl ryan (Dede 


<j, K O -aa dec = t le-hl’dr 
MK* 

(Rk+1)) : 

所 以 ， 这 个 不 等 AXN E n KRM, WE Weierstrass 的 M— 
72 l 


< lt- f n, 


和 制 别 法 知 级 数 oe | 
5 2 CORESI 
在 lt- tol <c 内 一 致 且 绝对 收 钦 ， 它 的 前 n ITAR M rn) 一 
PRAT- DERRER a, ANAK E lel) -zw 人 | 
<e 对 于 所 有 满足 l-t <c yt RR WY 

lu[i x(t) ] - ult, znl) ] IKK llt) -antl <Ke 
由 于 。 是 任意 的 ， 这 就 是 说 证 明了 

lim u[f,xv(t) ]=ult, z(t) ] 


对 + 一 数 地 成 立 ， 从 而 
xul) 一 之 0 + JE ult, rw (P dr. 
(Ð= lim (t) = sot |i, lim ulz, miO Jar 
aot anid > 


这 就 证 明了 z() 满足 积分 方程。 
人 留 下 的 需要 证 zx(f) 是 叭 一 的 解 。 假 设 z*(9) 是 另外 一 个 
WF n ' 


ety = = -z+ Í; 5 ulr, (a) Ide, 7 


apne |; ale. ain <M li-h <MC, 


aO -aD =|f) ue, -uled ar| 


”<K|| et -a de 
| MKC | 


<MK|{" ir to) dr 


_MK l= ty! ? 
2 


le®(#) -zl) -| [elrz - u(r, avidel 


| <K| | erco - x, ()I dz| 
MK? 
bE 


_ MK? |t-t|9 MEE 
an aa 


IH ír- io) dr 


由 数学 归纳 法 为 知 
lz*(D -zw 人 | < 


对 于 充分 大 的 NN 成 立 ， 因 此 

I*r < w(t) xy! + jr) - zn (t)| <2e 
由 于 。 REER FAri), 这 就 完成 证 明 。 

对 于 一 阶 微分 方程 组 有 相似 的 定理 ， 我 们 只 考虑 这 些 定理 
中 的 一 种 ， 为 了 在 代数 上 简单 起 见 ， 我 们 只 考虑 两 个 一 阶 微分 
方程 组 。 


MENXCNtH 


ND e 


i=u mý) 
y= vlt, diy) 
或 
z2=+ iy—ult,2,y) t iul, z, y) = f(t, 2) 
如 果 =f, 2) 有 一 个 解 z( 厅 一 z( 及 十 让 (办 WX i BRP - 
x(t) =x9, yo) Sto Me = rtir 那么 这 个 解 满足 积 | 
HHE 7 ee 
ed W ieas 
+ivot il oed 
一 zo 二 |， Fr,z(r))dr. 
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定理 7.2.2. 设 f(t,z) 是 实 变量 + ASEM = Ee 

复数 值 画 数 ， 定 义 域 在 区 域 
R={(t,z)| Jt -tl <e, lz- zol <6}. . 

设 1(t,z) ER AW Lipschitz 条 件 ， 即 存在 一 个 正常 数 下 对 
FRANCE 点 (t, zı). 与 (h22), 有 et, 21) ~ ~f, 22) < 
K lz1 - 29] . WUARZE—AME— BY z(t) HAO = lelt) ] 
对 it-t! <e=min [a,b/M] Maz, H z) =z, 这 里 对 
= mex, Fel. 


证 明 我 们 不 给 出 这 个 定理 的 证 明 ， 图 为 它 可 AH E 理 
”7.2.1 的 证 明 直 接 得 上 出， 读者 可 详细 地 加 以 叙述 以 作为 对 自己 
的 一 种 检查 。 

例 7.2.1 证 明 三 阶 微分 方程 ， 

&~ 3¢+22=0. 

满足 z(0) =1;2(0)=I 条 件 的 解 存 在 且 崔 一 : 设 > 一 2( 扫 > 
z(t) =yil.g=By 一 27): E= iimg Moa N: -现在 
(2 对 一 切 > 都 是 连续 的 ， 因 而 es 

Fiz (22) = Wh (yi) = Bi (ay - zdl 

<4 lyi =y +2 by my) <6 ziir]: L 

i, F PRR t A 兰 都 满足 Lipschitz ihe Pea 
7.2.2 (E 证 明 了 解 存在 且 唯 一 的 ， A EEEE 
的 。 

设 zo=iti, 则 


2 =iti+ |’ GDadE=1+ 守 下 上 有 ae i 


| a=itit | [tetillt oladr | om 


-Cr 区 Hao E) 


T5 


这 样 继续 迭代 下 去 ， 便 得 -=(b =e! tie ES 数 ， 这 个 图 数 
.就 是 方程 唯一 的 解 。 
fal 7.2.2. 证 明 二 阶 线性 微分 方程 
tastb()zr=0 l 
在 区 间 t-t <e 内 满足 2 (ty) = =29, Èh) =i M BENE 
—, ZPRRE t-il <c Na 5 6G) EAk r= 
a), y=t(), W y=- atut br] 及 =itij=y- 
:aDy- iblt)r= fC, 2). 显然 ， fi, 2) f£ it-t Ce AM— 
< 都 是 连续 的 ， 而 且 
zd- Fizal = | = * $2.7 jial) Q- Yo) . 
—ib(f) (x; 一 zj 
Sith — ve! + Aly el +B lr ~ zl 
: <(1+ A+B) i217 zal 
这 里 A= max |a (f), 及 B=max |6(2)!, i t Fe JE lt — to 
<e, 因此 :ta 满足 SENE EER 
WRES tE. 

EEFE RRENA -HRR 展 设 。 w ae w 29) 
=w, EH ARR FRAP EN BEA. HME 
首先 ， RPAN- AEO E RERUN AOE me 
HED A: : 

,a of 

Tw “Oz ， 
必须 存在 ， 因 此 ， eee HAE w SHAS 
Rm, XTRAS. AE, ATREA, ARAR Oe, w) 
FE |z- z <a, lw- wo! <b 上 为 两 个 复 变量 = 与 多 的 解析 函 
数 。 我 们 将 证 明 下 述 定 理 : 

定理 7.2.3. Whew) MT z-z <a,:|w- we] KOH 
RARER = 与 zw 的 解析 西数 ， 人 出 存在 一 个 唯 一 的 解 HT 
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iv 


wz) ie w’=f(z,w) w= wle). 
第 一 证 明 “不 失 一 般 性 不 妨 假设 wo=z0=0. MR KK 
样 ， 我 们 可 作 变 量 BER w- wow e- >z, Ri flew) 
在 |z| <a, lwi <b 上 的 解析 性 ， 我 们 可 以 从 0 到 > BARRE 
积分 f(z,w)， 于 是 ae 
w(z)= eal fie. udc 下 fl2t,w(2t) Jedt, 


从 这 点 开始 ， 以 下 的 证 明 儿 乎 相当 于 定理 7.2,1 的 证 明 。 pi 
如 ， 我 们 用 选 代 法 解 积分 方程 ， 取 wo. 


wlz) =f flzt,0lzdt, 

w,(z) = fe f [ste (at) edt, se 

Bej Fl st w D Jedi, 
5 - 
“hee Ca 一 lf. flat, er ati Jz <b, Ae 


其 中 假设 lel <c =mil, os 3E M=marlf (ee) > 
NEA E EKRIR . 


| = [zs(z) ~ wr (2)]. 
与 级 数 a 
<M É jf Ae 
比较 , Em LR RAAB. EKE, 我 


们 有 
so =||} Fet ozdi| <M el, 


ics 


wale) -uC =| i [f (et,w,) ~ (et, 0) Jedt | 
EK wl le KKM Zhe, 

.由 数学 归纳 法 为 知 l 

walt) -waa le) SMK! |z "=F M K ‘2| bat 


我 们 这 里 已 经 利用 了 ，f(z,w) 满足 ee 条 件 这 个 事实 。 
这 是 由 

f(2,w1) — fz, wa) 

UN We 
在 及 ={(z,w)| |z| <a, lw| <I} NE—-RA RMA, Ti-A 
有 界 由 上 的 解析 性 得 到， 比较 的 级 数 对 于 天 jz| << ae 
收 钦 的 ， 而 wlew), … 对 于 . jz Ke 都 是 解析 的 ， 因此 

w(z)=lim D3] [ waz) ~ wai (2)] 

是 一 列 解析 画 数 的 一 致 极限 [ 注 ]， 因 此 w(z) 对 于 lel <e*= 
min [a,b/M] 是 解析 而 数 ， 从 这 里 起 下 面 的 证 明 与 定理 7.2.1 
完全 相关 ， 读 在 可 补充 这 些 细节 。 

AER 因为 这 个 方法 很 重要 ， 我 们 现在 介绍 第 一 个 证 
明 ， 这 个 证 明 建 立 在 Cauchy 的 优 级 数 的 方法 上, SB eM 
4.4.6 由 于 f(z,w) 是 两 个 复 变量 的 解析 机 数 ， 它 有 一 个 二 重 
FERRARA 

F(z w) = ayt diz Gow + ayy ZW + veers 
在 lel Kor<a, jel <p,<b 内 成立: 我 们 假设 有 一 个 解 为 


w(2) =¢,24 C227 + egzt ree 


[ 注 】 这 里 是 指 $ [w,(2)-wy(2)], ANON, -RAT wa) 
a=] 
一 至 者 注 。 
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形式 地 将 它 代 和 微分 方程 ， 则 有 
w (2) = c+ 2¢22 + 3c32* + 
. = doo + ayo? + au (yz + Co22+ ++) . 
十 etifclz2 十 Caz3 二 ee) | 
Haggi? + agg cr Hez t e) H cree 

使 = WAM RBS, Way 

Cy = doo, 

2c2 = Qro + Gorey, 


353 te Qc 十 Qz0 十 Wa ) 


因此 ， RIANI, oper Cou ta) 206 [oo (aia + 

291490) /2+ ay ao + dst coag, SH, 因此， 形式 上 的 级 

数 解 唯一 地 十 确定 。 如 果 我 们 能 证 明 这 个 形式 上 的 震级 数 在 原 

点 的 某 个 e- BR ACK, RAGE PER RIERA To 
考虑 男 一 个 微分 方程 


4 =P(z,W)= Ago + An? + Ay V + Ay 2¥ tue 


3X B Aig ceoo Gu z+ yt e … 的 一 个 优 级 较 ， 这 就 是 说 ， 
cay] eA i ee. 和 如果 


W= C1:+ Cz? + Caz 十 -， 
那么 这 个 形式 级 新 将 拔 确 定 如 T。 
C= A 
C C= (diot An Avo) /2, 


© C= [401 Mot PE eee re E E f3 
等 等 ， 显 然 这 个 级 数 是 arte: iet e RR AEA 
为 
l ley! = ico 入. 一 Ci， 
ol <C level + fal coo )/2<C Aro + Aor 400) /2= C2,” 
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les! <[ jal Claro! + lao! Jaga! )/2+ Jarl Jao - 

+ lazo! + laal {aoo [2 1/3 

< [Ao (Ant Ao Ao0) {2+ AA + Ary + Ago ABo]/3= C3. 
等 等 ,所 以 我 们 要 作 的 素 是 寻找 一 个 函数 户 (z,WV)， 它 的 各 级 
数 表示 是 f(z,w) 的 一 个 优 级 数 ， 六 且 能 够 具体 地 解 出 微分 方 
Fe, FARR czt C22* + Caz te 5 MRR Cyzt Cz? + 
Catt e 比较 ， 我 们 就 能 建立 前 一 级 数 的 收 你 性 ， 同 时 建立 
T w(z) 的 存在 ， 并 且 它 在 原点 的 某 邻 域内 解 Ho ME HT 

laja! <M pF p? 

这 里 对 = ne f(z, wi, WTR Ay=Metips, TÆ 


on (ZY AË 


Se Mpo: 


~ Œ es wy ; 


x dW Mop, 
Be ea Pima 


Oe SMAP oe oy C; o 四 
这 里 C 是 积分 党 数 ， iF (0) = 0, C=p3/2, ik 
W (2) =p,- pzy 1+2ML Pi 0) 


这 里 平方 根 是 取 这 样 的 一 个 分 支 ， 人 0 处 解析 并 且 在 那 
FW WH o ae ian F (2,0) EB TR ET 
一 个 震级 数 Ciz+ Ct … RRR, HARR BH >=0 的 某 
个 e- BR AUC, HEEE clz+ caz2+… 的 优 级 数 ， 因 此 根 
据 比 较 法 则 ， 我 们 就 证 明了 ciz+ caz2 十 … IKK, HA wl = 
f(z,w) 满足 wk0)==0 唯 一 的 解析 解 。 这 就 完成 证 明 。 
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7.2.3 证 明 一 附 线 性 微分 方 各 
w' =f (2) +wg(z) | 

Yn id wl0)=0 RABE, ix FE 及 g(z》 在 ll <r 
ALM. Ble < o<ri 

{(2) =aptayztagz2 ++, 

gtz)= bg t+ biz + baz? + 二 证 5 3 . 
HL ail <Mp"* ’ b! <Mp™, RBM = max | [ If (2)] HORI 
BRA SR Sik w (z) = cet C222 十 ” 像 定理 的 第 二 个 证 
明 一 稀 ， 我 们 可 以 确定 一 个 唯 - BERHANE, LAERE 
ERO 一 3 

are HFG)... 
KRE, BR i 


Fa-ca-ad， + z l (z)+ “|= pM x 


„AW ~ pMdz. 
i 1 地下 Pa? l 


-Log (14W) = ~- pM Los(1 一 P C: 


这 里 C 是 一 个 积分 常数 ， ee ara 


-pM EA 
wlz »=(1-4) Eee aye 
现在 WV(z) 对 于 1z| <o 是 解析 的 ， 因 此 对 于 二 团 p<, Wo) 
仍 为 w(z) 的 优 级 数 ， 所 以 用 它 可 以 证 实 ww(s) 的 形式 党 级 数 在 


lel <r 内 收 软 。 ee ee lzi < 的 唯一 解析 解 的 
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存在 性 ， 这 里 ~ 是 从 原点 到 f(z) 或 9(z) 的 最 近 的 奇异 点 的 让 
离 。 
我 们 还 可 以 讨论 形 如 
wi{2)=f1(z, ww) 
w(z) = falz, ws w) 
满足 w, (29) =w], w)(z9)=w} 的 EA 统 ， 这 里 六 和 fa 在 izi 
<a, fu) <b, lw) SE 内 为 三 个 复 变量 的 解析 栈 数 ， 讨 论 
.这 个 系统 一 个 三 便 的 方法 是 采用 矢量 记号 。 设 是 具有 两 个 分 
E LAO] Rw, (2) GRE, f 是 具有 两 个 分 BS, B fa We 
量 。 于 是 ， RAEI —— 
l =f(z,W) 
HAW z) =W? Nees KEP EAM SRY! 与 
WV 的 矢量 ,矢量 相 等 的 意义 是 它们 对 应 的 分 量 分 别 相 等 。 令 
W =v pwd ?+ jwz”. 
出 
lU 4V1? = [juta]? + [ug t+vel ? 
< [ul “十 jul ?+ lol ?+ lol? 
+ 2 fu] lol + 2 {ul feel 
UI:+ Vl?+21UV| WI 
-of =U W. 
于 是 我 们 便 得 到 三 角 不 等 KI+V| <lUl+Vi. 有 了 这 个 
不 等 式 ， 我 们 就 能 证 明 疗 在 定理 和 崔 一 性 定理 ， 这 些 定理 的 证 
明 与 定理 7.2.3 的 第 一 证 明 十 分 相似 ， 我 们 将 不 叙述 这 个 证 
明 ， 而 我 们 将 证 明 关于 线性 一 阶 考 程 系 统 的 如 下 定理 
定理 7.2.4, ifi), fa(2) ,91(2) ,92(2), hilz), hala) 
对 于 lzi <r 是 解析 的 ， 则 存在 唯一 的 解 w1(z) 与 wa(z) 满 足 联 
立方 程 : 
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wi 一 万 (z) twig A) + anky (2), 
we = falz) +04 92(2) + Weh2lz), 
F wi (0)=w,(0)=0, FF AMF |z| <r 是 解析 的 。 
证 明 我 们 应 用 Cauchy 优 级 数 法 ， 将 给 定 的 西 数 a 
下 面 的 表示 式 
fi (2) 一 qio 十 Qit2 十 al222 十 必 
fa (z) 二 qz0 十 Ga12 + Ganz? + re 
91(2) =bio > bnz + biaz? + + 
G2(2) =bz0 + Bayz + baaz + + 
hi (2) =c10+ Ez + epz +e 
ha (2) =Cz0 + Caz + C2927 t e 
这 些 式 子 对 于 |z| <er 成 立 。 且 成 芯 下 列 不 等 式 
miy KMp™, 用 i 委 MP le] SMp™, 
i=1,2; 0: 1,2,…。 我 们 假设 解 为 
l wlz) =d+ dygz*7+ dy3z*+ 
Ta - wz) =dgzt datt daz? t e 
dll 十 2Giaz 十 3al3az + 
=a; + auz +0422" +e 
+ (dy, 24 diz’ + Flat bit bus +e) 
+ (daz + d2? ++) (eygt Cuz tcr +e), 
day + 2dz2 + Bd gz? + ' l 
=å t anz + 02222 i : 
-+ (daat di? + +++) (boy bad + bnz? te) 
+ (dazt dut? +=) (Cog + Caz H C2? te), 
使 > 的 同 次 所 又 数 相等 ， 我 们 有 E 
dit =t | dat 一 020 
2d12=aun + dubiot dcr 2d2=021 + d11b20+ d21c20 


a 
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Spa ant dnbntdbdiot dacn 3d23=Q2T dirbo + diaDbog 
+de oHa Ca eco | 


wee ene nee eee 


KE RAE T-BAR, BRANES RHR F 
a os 7 | 
Wi = Fil) +W G2) +W, H(z), 
W= Falz) +W,Gl2) +WH,(2), 
这 里 


Filz) = Ait Anzt Ap te, 

Falz} = Arot Anz + Ag? tee, 

Gile) = Bipt+ Baz tB? PT 

Gal} = Baot Baz+ Baz t= , 

H (2) =Cyot C2+ Cz te , 

Hale) = Ct Caz t Cpt, 
分 别 是 万 for Gok: ,hs 的 优 级 数 。 与 上 面 一 样 ， RAR A 
HER TW (2) 5W2(2) 的 唯一 ATER RE 设 i 


Wile )= Dyyzt D+ 
Wale) ars ent e ee Soe 


ii] . TA 
Du = Are, : .Dy = Agog: 
2 D= A + DaB 2 Da =An t Dy Bry 
+DaCryo, = . .+ Dar, 
3D Aat DuBn -3D»= At+ Dr Bn 
+ DB + Dy Boo 


二 Duly + pa A oN + DaCa t DCi. 


人 ane, 
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RUR EY P 2) 与 不 (2 分别 是 zl(z) 与 ws(z) 的 优 级 
Ho ERE, | 
ldu] = aol Sio = Diy, jda] = laza! < A = Dar 
2ds S lanl + ayo! oo + 2 ldz < fazl + far! [bzo! + 
+: fagq! + lcso! - +. + fezo! eaol 
<Ay t+ ABiot ACi . KAn + AB 
ain + App Cyp=2 Dory 
ane 
| Fitz) =F, (2) =G,(2) =G,(2) =H, (2) =H, (z) . 


=m[i+2+(2) +…]= oM : 


g 


Wit -pM GWW) 


W,=- 24 AAWA, 
pr-z 
WiiWii, 
Wwe 十 一 ere EACAN l 
所 以 ， W =Wy+C,. 这 里 性 是 积分 常 数 。 oe Th SGA (GO) = 0, 
W,(0)=0, RC=0, 因此 


wi= 9M Grow), 
p-2 


Log(1+2W,) = - 20M Lok(1 -三 )+C' i 


85 


这 里 C' 是 积分 常数 , 但 V1(0) 一 0， 故 C'=0， 所 以 
ay _ 1 pot Sees 1 
H/ (2) =W (2) =4(1 z) 2 


这 些 画 数 对 于 jz <o 是 解析 的 。 由 上 比较 法 知 ，w1(2) tjw) 
在 lei <r 内 有 收 钦 的 帘 级 数 展开 式 ， 这 是 因为 上 曾 的 分 析 对 
于 每 个 0<p<r 都 成 立 的 绿 故 。 这 就 完成 定理 的 证 明 。 
例 7.2.4 设 f(2),9(z) 5 A(z) 对 于 |z| <r 是 解析 的 。 

证 明 对 于 e| <r, H7 

w" + f(z)w'+ g(z)w=h(2) 
满足 w(0) =a，w'(0) =6 有 崔 一 的 解析 解 。 设 wi(z) 一 ww(z)， 
w,(z)=w'(z), w,(0)=a,.u,(0)=b, RNA 

wi =w, 

w,=h(z) - fw,- g(a), 
这 个 系统 是 线性 的 ， BAPE PE Aw, -a> w b> 
w: ja, Hä 定理 7.2.4 便 可 得 到 所 求 的 结果 


a @ 7.2 
1。 考虑 常 微分 方程 
g(t) = - f(t), 


KE f4 t>o HE t H-ThAER GBR. IA ye Bs 
方程 和 初始 信件 y(0) = =o, YO) =b AKERE o 


y=a+bt+ | -Df dr 
并 证 明 Seg 
Gix,f=xa-t,; (Krt 


Hh LMF, GLOEI GOD = 0,601) 称 为 这 个 
初始 值 问 题 的 Green FE Mo. 
2. 考虑 下 面 初始 值 问题 
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二 POE M 
TERK y 是 这 个 问题 的 解 的 充 要 条 on 满 - Volterra 积 7y FE 
| yD a+ bet | Gr, Dy(r) dr. 


XEGE 1 的 Green 两 数 。. 
3. 利用 定理 7.2， | 的 证 明 中 的 法 代 法 ， 证 明 问题 2 的 初 
始 值 问题 存在 一 个 唯 -- 的 解 。 : 
4, 将 问题 1 一 3 HEJ 519A TA 
eyt cy= + FC) 
yf) =a,’ YA{0) =b, 


这 里 ci 与 cs 是 常数 ， fG) X} #0 Eigi 提 is 求 出 满足 
G, aE 1 1 与 Gl H= -0 的 Green E k Ge, PFa 


3 SWAER ARE 
H> FERMEUM 


最 党 见 的 二 级 线性 微分 方程 是 下 列 形式 
dg (z)w" ta,(z}w' +cq(z)w=b(2), 

我 们 将 要 考虑 这 个 方程 满足 w= to wl) =w 的 解 站 
问题 ， 这 里 假设 西数 coyaiyaz 及 6 EK “pa i lz - zol 之 中 内 
EM. KROME, RATA zo =0， 如 RAGE, 取 变 
EEA > - zoz 便 可 做 到 这 点 。 

WR cz(0) 关 0， 我 们 称 原 点 是 微分 方程 的 一 个 an: rio Al 
为 a2(2) 在 原点 是 解析 的 ， 所 以 存在 原点 的 .e~ Bik, Fett Be 
内 处 处 coe) 0， 我 们 假设 对 于 iz <R, c(2)#0, FRA 
将 方程 写 为 

w'-+ plz)w" +qalz)w=rle), 
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这 里 p(2) =a, (2) /az (2), 92) =a0(2)/0,(2) 及 rz) 二 bz)7 
a,(2z) UF iz, CRAB 

定义 7.3.1. 我 们 说 两 个 男 数 zi(z) 与 wz(z) E z <R 
内 是 线性 无 关 和 的， 是 指 不 存在 两 个 不 全 为 霓 的 常数 cl 与 cz 使 
ferw (z) +cw(2)=0, X} lel CR MIL, MK wG) 与 za 
《2z) 不 是 线性 无 关 的 ， 则 称 它 们 是 线性 相关 的 。 

如 果 wi 与 w, 是 线性 相关 ， 则 它们 成 比例 ， 也 就 是 说 ， 
或 者 w= hw, 或 者 w= kw 成 并 ， 这 是 因为 如 果 c1 关 0 则 有 
wy = (- cafe }wa 或 者 c40 Mil w= C- cica) wo MR w,=0 
型 w, 与 任何 其 他 西数 都 线性 相关 ， 因 为 取 ci=1，cz=0 就 有 
ey, tew 0, 和 如果 wi 与 ws RODE ARAB 
常数 ci 与 ca 使 得 对 于 含 于 jz! 之 RR 内 的 一 列 有 极限 点 的 点 列 
上 有 cyw, Hew = Q, 那么 ， w, 与 zz 线 性 相关 。 这 是 因为 
cw; + Caw 在 |z| < 尺 内 是 解 的 ， 且 在 给 定 区 域内 在 具有 极限 

点 的 一 列 点 列 上 等 于 雾 ， AE ERRA LS TH 

定义 7.3.2, Ww, 与 wT |2| Raw, 
hl RV (2) = =wiw! - ea: 称 做 w, 与 ws 的 Wronskian 行列 
x the Bay a ‘ : 
定理 7.3.1. 设 wi(z) 与 ws(z) 对 于 jel <R ea, 
则 wi 与 wz 是 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 * w Fw, 的 Wronskian 
行列 式 在 某 一 点 26 BAB, KH lzol<k. o 

证 明 Riku, 与 zz 线性 无 关 ， 则 不 存在 两 个 不 全 为 各 的 
常数 cl 与 cz 使 得 

CW + Cog DD, 
mii, ci a ala BRB cr 一 C2 二 0， 因此 如 果 ciw 
+ C2W,=0, 则 eiw; + e915 =O 设 jzo' CR, TH oo 
CW (29) + Cewalzo) =0,; 


ciwi {20) + cawi (zo) = 0. 
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只 有 平凡 解 cl = cs=0， 这 表示 行列 式 
ae Mateo? | =w (29) w > (zo) = wlz wy (29) 
wi (29) waz 0) | 
=W (29) #0. 
反之 , WR w 与 ws 是 线性 相关 的 ， 那 么 或 者 w= ko, 或 oz 
= ke, MW. 不 管 那 种 情形 都 有 W (z) =0.- 
注意 : Wronskian 行列 式 在 - -AAFF 不 能 得 出 与 
w, 线性 相关 的 结论 ， 例 如 .mi 一 2 了， 一 2 是 .线性 无 关 的 ， 
它们 的 Wronskian 行列 式 在 原点 等 于 需 。 另 一 方面 如 果 w (2) 
与 zz(z) 的 Wronskian 行列 式 在 一 组 点 列 土 等 于 乔 ， 而 这 点 
列 的 极限 点 含 在 2 CR 内， 这 意味 着 Wronskian 行列 式 在 
li < 内 恒 等 于 需 。 因 此 wi(z) 与 wz(z) 线性 相关 。 ”- 
定理 7.3.2, 假设 wi(z) 与 wz(z) 是 
l w" + p(z}w'+ g{z)w=0 .. i 
的 解析 解 。 这 里 P(z) 与 9(z) HE z R E sits Wi rez) 
与 ws(2) 是 线 无 关 的 这 要 条 件 :它们 的 .Wrosskien FARCE 
jz) 二 所 内 恒 不 为 需 。 oe 
“证明 因为 w wz 满足 微 分 方程 ， RNE 
1+ p(z)wy +q(z)u,=0, 
WE 人 
第 一 方程 对 wz， 第 二 方程 滋 wi， Bate 


ww- waw] + ple) (wiws ~ WÙ) hy 一 Q, | 


£ (ww) ~ aww} 十 pz) (wiw wawi) =0, 
It pW =0, 


zy LR, W? + pC =0 有 一 个 唯一 的 解 满 E Ceo) 
=Wo. 在 zoz LR- a 内 ， 这 个 解 是 
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W (z) =Woéxp[ — 人 pOdé], 


BRD. BR, WEW (20) 二 0 则 在 !z 一 zol 
<R- lzo Aw(z)=0, ATE jz <R Le, BOK 
expl -| PC6)de] WRB: He RHF IE HE. E lel <P 内 
wli) ERA. AE w 与 wz 线性 无 关 ， 财 至 少 存在 一 点 
zo, |zo! <P ARF (29) 0, A, W Cz) 对 于 z| CR 
AK. RE, WEW (20) =0, RW Cz) md, 这 就 证 明了 wi 与 
xs 是 线性 相关 的 。 定理 证 明 完毕 。 
HERMES 

o" RER g(z)wr(z) st 
ETE ROE, RAPS BUA, Hl 7.2.4 RIK 
个 方程 对 于 iz] <R EAER WO) =e =b. 
如 果 “与 5 视 作 参 量 ， 则 我 们 得 到 一 个 含 有 两 参量 的 解 族 。 
BAA BNE RI FE a i 

| PEE eal £ 
XE wy 与 ws 是 齐 次 方程 w" + p(z)w' + q(z)w=0 H WAA 
性 无 关 的 解 ，v ROBT RIAN, RTA DLE ae 
解 族 里 恒 可 以 选择 一 个 满 是 w(0) =a 5 w'(0) 一 8 的 解 。 普 先 
我 们 证 明 ， 对 常数 都 有 一 AM, -显然 对 于 任何 
与 cz 有 
w" + pw! oon T E | 
+ cw? pwt gw] 十 
bas? + pu! + gue=r(z), 


最 后 , HF WCO) =14(0)w!(0) - wz(0)wi (0) 天 和， 所 以 由 


., WO) = cy, (0) 十 catus(0) +40) =a, 
w! (0) =ojw${0).+ cow? (0) + 4'(0) =b, 
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恒 可 解 出 唯一 的 cl -与 c1。 这 是 方程 组 理论 的 熟知 的 一 个 定理 。 
我 们 把 这 个 结果 概括 为 下 面 定理 
定理 7.3.38. 设 ui(z) 5 wz) 是 线性 齐 次 微分 方程 
w" + p(z)w' + Q(z)w= 0 
对 于 jzl <R 的 两 个 线性 光 关 的 解 ， 这 里 pa) 5 q(z) 是 解析 
的 ， . 命 u( 四 是 非 齐 次 方程 
wr ple)! + g(2)w—r(2) 
的 一 个 特 解 。 这 里 r(z) 对 于 lz 之 R 是 解析 的 ， 则 crwi+ 
ciw tu 是 一 般 解 ， 其 中 cr 与 cz 是 任意 常数 ， 且 这 个 解 族 包 
BT w"+ plz)w'+@lzw=r(z) 满足 wu 人 0) =a, w'() =O 
崔 一 的 解 〈 对 于 lz <R)。 
因此 对 于 二 阶 线性 微分 方程 在 一 个 寻常 点 附近 的 解 的 问题 
就 归结 为 求 w, wR 5 ij， 考虑 齐 次 方程 . 
w” + plju +glzjw=0 l 
从 定理 7.2.4 我 们 已 经 知道 它 有 一 知 级 数 解 满足 zw(0) 一 co， 
zw (0)=cl BE lz; CRA eK. 为 了 确定 这 个 第 级 数 ， 我 们 
wz) =c tciz + cz? t e, 
wlz) =t, H 2er + 3a + 
ar @) =2c:+ beset 12c42"+ Ha 
Ju l ti oe? 
plz) =0 Faz +0,24 + na 
qlz) =bg+ bz + ba22+ ~ ote 
在 !z| CR 内 成 立 ， 将 这 些 代 大 方程， RMA 
(202+ 6csz+ iet Y, 
十 《ao 下 d12+ 432" a ) Gest Boge + 3062 F ye 
+ (bgt biz + bza22+ + *) (co 十 clz e222) = 0, 
使 > HEARS TRE, f | 
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2c. tage, + poco 一 0， 

6ca 十 2aocz 十 01C1 + bicet - boci = 0, 

12c4+ G20, + 2016p + 3agest bocz + bye, + baco =0, 

c= — (ae, + boca) /2, 

C3= 7 (2a0cat azc; +bicot boc) /6, 

C= ~ (ascl 十 2atcz 十 3coc3 十 boca t bici + baca) /12, 
等 等 。 因 而 这 些 系数 是 唯一 递 推 地 被 确定 出 来 ， 设 w0 
RwiO=0, Wi 


mt) =] - diag + obs ede: 
Rw (0) = 0 及 wi(0) =i, 虽 
- nz Oo... , G8~— G1— bo.a 
lead ial an ae = Dsi 
此 时 w, 与 ws 在 原点 的 Wronskian 行列 式 是 
Wy (0) 3 (0) = wa(0)wi (0)= 1 ， 
所 以 ww 与 ws 是 线性 无 关 的 。 
为 了 确定 特 解 u(=)， 我 们 应 用 一 个 方法 ， 哈 常 数 变量 法 。 
假设 解 &z) 的 形式 为 
ule) = A(z), (2) + B(2)wa(2) ， 
则 到 (2) = 4(z)zof 士 吾 (2) w+ Awe )+ B'e. 
KERM Aw + Bla,=0, FADLA, 44 
u” (2) = A(z) + Blw t Awit Bw, 
信人 短信 方程 中 去 ， 我 们 有 
A'w i +B'wg+ Alz) [wt pwyt qual... l 
+ Be [we + pwst 9wal=r(2). . 
Ae, Rae FREE A’ 与 8"， 
A'w + Bw, =0, 
Awi + Blu} =r(2)- 
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HERA GB’, RMA 

Al=-r(z)jwie)/Wz), Bl =r(z)u,(z)/W (2), 
XBW (2) 是 w 和 zs 的 Wronskian 行列 式 , A fe! 之 R， 我 | 
们 可 以 沿 着 从 原点 到 z 的 直线 积分 ， 有 i 


: [rte)w (et) 
aN 7 | a 


EETA 
B= G ) dé, 


ue OGG Ode. 
XE G (2,6) = [w (Ewa l2) = wi(z)wa(2) WE 对 于 si 之 
RA | 四 <<R 是 z 与 5 的 一 个 解析 西数 ，G(z,6) 是 件 随 于 给 出 
的 微分 方程 的 Green 两 数 。 


习 是 7.3 
t 在 方程 式 。  ， 
ae w" + p(z)w’ +q(2)o=r(2) ， 
中 到 变换 = 一 115， 叙 述 微分 方程 在 无 为 远 处 有 一 EB Ate 
nikt 证 明 ; FERRE, 


w(2z)= cot b+ 


将 决定 一 级 数 解 ， 对 于 |z| 充分 大 的 值 成 立 。 
2. 在 i< A, RHB O ”- 
` (1+ 2)w" — 22w'+n(nt+1)w=0 
的 两 个 线性 无 关 的 解 。 当 i a 
试 证 明之 。 
3, 试 求 
w" ~ zw" + {2n+1)w=0 | 
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TAPER HEA RAM, AE n RIED BR. 5 n=0 i, WAR 
e778 BANA, ER w= Au EBI EA 
的 方程 式 有 多 项 式 的 解 。 

4, R w” zw! +2w=2 的 一 般 解 。 

5. 设 pO) EAGT FO ERP R Be, A on (2) 与 
wlz) fw" + pw! +qw=0 的 在 'z~ ro <R 内 的 线性 无 关 的 
M, lz- z0 SKR 内 不 包含 p 或 g 的 任何 奇 o aw w 图 
绕 一 条 单 闭 有 曲线 c 解 析 延 拓 到 wi 及 vs。 iE BA W Cen, u) = 
W (wy, wpe, 其 中 s 是 p 在 .c AR RAL Ss M 


二 阶 线性 微分 方程 
2a 正则 坷 点 附近 的 角 


回忆 一 下 ， 最 一 般 二 阶 线性 常 微分 方程 有 如 下 形式 
. aalajw" +e lje teole wsdl), 

这 里 我 们 再 次 假设 对 于 le- 20] <R Coca 5 b A RAT 
H. EMH, RTENE) ARMA RHE. MAR 
SEE) RP Sr a) 在 <o KA SBR, of zy 在 28 
ARNE TERT, RHR co Be OF ED 
Wio PF 设 :=0， 因 此 微分 方程 可 以 写成 如 下 形式 

2b, tee: +26, €2)w' +e9(2)w=b(z) 

By" ee E E r(z), 
这 里 plz)=b(2) /bel2), ql) =al) /ba(2), 及 r(2) =b(2) 
/pa(z)， 它 们 对 .|z| CRB 解析 的 。 我 们 将 要 证 明 这 个 微分 方 
程 的 每 一 个 解 在 环形 域 C<< Jel <R 内 ， 可 以 写成 2"u(z) 的 IB 
式 

z"[u(z)Log z+ zu(2) Js 
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上 


= 


Wa 


KE um) 与 v(x) 在 l| 之 R 内 是 解析 的 , . im n 是 一 整数 ， 这 
个 条 和 件 也 为 z=0 是 微分 方程 的 正则 奇 点 的 充 条 件 [ 注 ] 我 们 不 证 
有 明 这 点 ， 相反 我 们 将 应 用 这 个 在 应 用 中 常 出 现 的 特 你 情形 的 一 
些 有 关 论 断 。 
RIRES EKARRIA FE l 
| 2*w" + ep(z)w" + gq{zjw=0 
这 里 ple) 与 4(z) 对 于 !z <R 是 解析 的 ,与 之 密切 相关 是 
Eeler 微分 方程 
w" + zpow' + cpw=0, 

这 里 po Duik RAIM, RIR w =r BET A HA 
解 。 代 大 方程 ， 如 果 和 是 特征 方程 

m(m—1) 十 pem+ 90 一 人 
的 根 ， 则 得 [mm 1) + pom+ qal” 一 05 一 般 这 个 特征 方程 
ATMEL m 5 mz. 4 p(0) = po 与 与 9(0) = 90, 多 为 对 于 充 
分 小 的 |z| ，p(z) 与 9(z) 分 别 靠 江 po 与 Go， 所 以 有 理由 假设 
2u"+2pw'+cw=0N— TH, APA AP lal BRM 
Mem? 。 由 于 这 些 绿 故 ， 我 们 试 一 试 如 下 形式 的 一 个 解 

:(2J 一 zad(co 十 clz 千 ca22 十 局 = 2miu(2)}, 
这 里 Re(m) SRe(m:), 将 上 式 代 和 人 微分 方 稳 我 们 有 
z7 2u" + [2m + plz) Jamu [mm 1) + m phe) 

+ Q(t) 271 u=0. PERK m (my — 1) + mm, pz) + QF lel CR 
是 解析 的 ， 而 且 在 z=0 Rb, KE A mC, - 1) +m Po | 
+co=0, 因此 微分 方程 能 写成 

zu “+ f(z)u + g{z)u=0 | 
这 里 f(z) 与 g(z) 对 于 lel 之 R 是 解析 的 ， 有 


DE] B.A,Fuchs 与 V,I.Lerin， 揽 灾 夯 数 及 其 应 用 H。 第 14 页 。 
Reading Mass: Addison-Wesley Publishing Company, Inc. HRR 1961 年 。 
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7(0) =2mi po= 2m, + (1 — my mz) =m, -— m+ 10, H 
fi Re[ 了 (0)]==Relmi -mz 十 1) 守 1， 我 们 将 要 证 明 这 个 方程 存 
在 一 唯一 的 解 ， if SE u(0) =e, 而 且 对 于 |z! <R Ft: EBT AD o 
定理 7.4.1 f(z) Sole) 对 于 ei CRABBY, E 
Relf] WMA EB zu" +f eu + g@)u=0 有 一 唯一 
解 满足 4(0) 二 c， 而 且 这 个 解 对 于 lz| 之 是 解析 的 。 
证 明 假设 一 ERK 
u(z)= Dez, 
keg 
u'(z}= È hcrz*!, 
u" (z) = Èra- 1)c,2*7 
现在 假设 对 于 ， ‘2 (CR, f(z) 与 g{2) 有 FARRER 7 
一 Í az*, g(z)= Ètz. 
将 这 些 吉 级 数 代 太 微分 方 各， WE ` 
È k-et È nz) CZ ke 
+S b) (S c4z") =0, 
k=6 k=@ . 


(RHODE ddera 


k=O 
ow he 
+ 2h 之 SR Cri?" 
e k 
+ 2 2D bje,-;2*=0 
k=0 /=0 


HzHSKEHRRSTS, WA 
age, + boco=0, 
201 十 G0Jcz 十 ac) + boc, + bico=0, 


96 


3(2+ ag)e3t 2ayeg+ a,¢, + boc, + Oye, + boc9=0, 
k+l . 
(R4+1)(R+celCagi + p2) (RH1— flajCasy-; 
i= . 


k 
+ 2 bieri 0. 
2 


所 以 ， 微 分 方程 确定 一 个 唯一 的 形式 ERK. mR 我 们 能 证 
明 这 个 形式 霉 级 数 在 |z| 之 R 内 收 钦 ， 那 么 ， 我 们 就 证 明了 在 
lzi CRA FEM HR. . 

ik jz) <p<cR, W at <Ap™, |b.) <Bp™* = (Bp) 
pt, RY A= max Fel, B= max lg(z)| ， 记 M=max 


[4, Bp], W 
ja, <Mp™, < 和 Apr 和 
设 ico =Co 则 joo ici <Mo™Co 3 lea! Co=MpCy MAY 
显然 lal <Ci JES 
2 及 +ool Jer! < lao! lex! + led ‘al + ibj jso 
<2Mp'C,+ Mo Co 
it 2 [1 ea C,=2Mp C+ Mp Co, 则 [esl Pd OS 从 而 
3 12+col las} <2 [ey] Jeg! + jb lea + fay el + + 
+ [P| fey] + lba! |eo! . 
—<3Mp1C,4+2M onc, + Mp Co 
设 3i2+ceol Ca=3MpP 'C,+Mp7C,4+ Mp Co 
在 这 种 情况 下 lel 和 Cs、 于 是 我 们 作出 的 形式 需 级 数 的 优 级 
- Cot Cyz+ Caz t Cat ee, HA lel <C,. 最 后 ， 我 们 必 
MEA, ARERR, HC, A E FABER Ro 
kjk- 1# C,=kRMp Ct (R-DMp7C,_, 
tet Me™Co. 
因此 最 然 
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soars kte Cra = (RFI) MC, 4+ RM p Cpm 
"+ Mpo*Co, : 

Heni - 

plk+1) 十 aal Ch k~ Lt-a9! C,=(R+1)MC,. 

Ca  Rik- ital + (R+1)9M 

rae . C, . PCR+1) [k+ a] 
由 比值 物 别 法 T 

lim og- l, 
知 优 级 数 对 于 lel <p Kiko ae 

uCz) =cot ciz +e + + ' 

对 于 e| <p kiko 由 于 p Beh F REE, BRB 
le] (RUCK. KRG SE BA. 

对 于 这 个 结果 我 们 首先 发 现 ， 我 们 着 必得 到 一 个 唯 - 
解 。 因 为 我 们 只 给 定 韧 始 值 4(0)==co 担 没有 导数 秆 4'(0)， 而 
在 例 7,2.4 中 《那里 原点 是 一 个 正常 点 ) ， 为 了 得 到 唯一 的 
洋 ， 我 们 必须 规定 解 的 初始 值 和 解 的 异 数 。 所 以 我 们 认为 方程 

zw +2p(2z)w'+q(z)w=0 
TE 点 附近 必定 还 有 一 个 解 ， 作 变 换 
ww, (z)u(z). 

这 里 me) = 2m eae 在 0< izi 人 
于 是 it oe 


w! ey ET, 3 
` a "w" =wilot+2wtu' +w, i F oS 
(w! + zpw! + qw ut zwo” + (Qe2w!) + zpw) =0, 


ot + [214 .|v'=0, 
Wy yr 3， 


.其 中 0< 1z| <R, WIA 


vw _ Dw. _ PE) 
v Wy z $ 


Log v= 一 2 Log wy, = [i 22 dt, 


这 里 z 是 这 环形 域内 某 一 固定 点 ， 而 积分 路 径 位 于 这 环形 域 
A, RRR E 


v! =r exp n Ir 2O Jac 


w= ae m f vr exp| - a PD arhat, 


让 我 们 限制 arg z 如 下 ， W- <arg z 委 r， 为 此 割 开 环形 城 。 
Ure ZEA, 但 车 我 们 选 定 ww 的 二 


| xp| — f ee 


在 这 割 开 的 环形 域内 是 解析 的 。 而 且 mi 与 tb $ gj 开 的 环形 
域内 是 线性 无 关 的 ， 这 是 因为 


ie We Swit’ exp ine pe) PO ae] ts 


wy wel 


EPAR NER 
aS eal E= Fw, i$ 
: D(z) = pot pyzt pr2* + 


e 2S) dt= py Log z+ pyzt+ pa 与 Eiddin a Oe 


zo 
KECE—ARI EE, KHAT zH Logz 的 牙 枝 的 选择 。 记 
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2 
p(zj=ct pyzt P2 >t ver, HA 


exp| - | | 


一 > Pe (agtayztazt*+e), 


af exp] -| PO ae] 


= g7 vom 2m -二 (ao 十 aż +t a2? + oe) 
: i u 


= 27 P0 (Ayt pizt Batt). 
因 特 微 方程 是 m? 一 (1 pom+qo=0, 从 而 m+ m=1 ~ po 园 
此 2m, + po= ma- met 1, 


£ 
walz) = | EMT Bor pitt Bal + dt 


现在 让 我 们 分 别 考虑 三 种 博 况 : 
情形 1: m, = MH 
在 这 种 情况 下 ， 


oa =2"u(z)| (Bot! + By + Bott dt 


z 


=2"u(2)[Ba log z+ B(z)], | 
ŽE u(z) 5 B(z) 对 于 jzl CR AAT. WR we) 不 恒 等 : 
FH, HF oac 与 aore #0 及 co 天 0， 因 此 对 数 项 
决 不 会 消失 。 
情形 2 mi- maz= EELEE és 
在 这 情况 下 ， z 
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wa(2) = ue) |" (Bot" + Bit + Bot 
feeb BF + +) dt, 
wero BA 
+++ B, log z+ A(z) ], 
这 里 A(z) 对 |z| 之 R 是 解析 的 ， 在 这 种 情况 下 ， 如 杂 B,=0， 
对 数 项 是 可 能 消失 ， 如 果 是 这 种 情况 ， 则 解 的 形式 变 为 Wz 二 
2™4(z), RBOMT lz 之 R 是 解析 的 。 这 样 提示 我 们 ， 在 
某 些 情况 下 ， 正 如 前 面 用 替换 zw= zu(z) 得 到 .上 面 的 解 一 
样 。 蔡 换 世 一 zmzg(z) ， 将 导致 6(z) 的 震级 数 的 确定 ， 
情形 3， ”ma - ms 不 是 一 个 整数 
在 这 种 情况 下 ， 
we(2)=2™'u(2)|" (Bem mam? 
+ pt ™ + ma + "dt 


„Tmi tm -mit mzı+i1 
《 ) im tm, ~ 1 十 ?M2 十 1 , 


这 里 c 是 一 个 积分 常数 ， 于 是 
wl2) 一 2 p(2z), 
这 里 yl) .对 于 !'z| 之 尺 是 解析 的 ， 这 就 告诉 我 们 ， 当 m -m 
不 是 一 个 整数 时 ， 用 替换 岂 =zm:(z) 我 们 总 可 得 到 ole) 的 
-MERR 
现在 我 们 转 到 非 齐 次 微分 方程 
Zt +zplz)w' + q(z)w=r(z) 
AM, XE p, gr 在 lel 之 R 内 是 解析 的 ， 为 了 确定 起 见 ， 我 
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们 寻求 网 域 |=- 人 [<< 内 的 一 般 解 。 设 wu(2) 与 ws(z) 是 上 


面 得 到 的 章 次 方程 的 特 解 ， 这 里 已 经 选 好 西数 的 确定 分 枝 ， 弄 
这 分 想 在 园 域内 是 解 本 的， 我 们 已 经 知道 wi 与 wz 是 线性 无 
K, Kik Wronskian 行列 式 


wW (ivy, wg) = wwa 一 zl 


LB) (AD 
e|- e 


是 解析 的 , DERRETIR AERIAN 
一 特 解 ， ABSA GEER 


w= ACKER OM ia ae 


于 是 DE | 
w! =Aw! + Bw) + Aw t Bu., 
BAw + Biws=0， 得 微分 有 | 
Z O o w" s Aw] t Bult Awe Bw 
于 是 代入 方程 有 和 
(Awi + Blush) =r(z). 
MHA 与 B'， 则 有 


AS - 一 We r é F wir J 


GAONA a say 


wns r(OGlz, ae, 


MoE) az CD w (2)- 一 zu (> yw D 
Pon gp o 2 l 
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G (2,0) 就 是 我 们 的 问题 购 Green P Sk, “ETF! 网 成 门生 和 
的 解析 丙 数 。 


RERE MRE i 
则 在 园 域 内 铀 分 方程 具有 满 是 给 定 条 件 的 唯一 解 ， 这 个 叭 一角 
总 可 以 从 一 般 解 i 


wz) =e -H earuz 十 


中 去 找 ， 这 只 需 解 方程 组 
a (el 
wg =Cywy (£) ) tew ( F) a (=), 


se C1 >- ij C3». iA PRAET E- 一 的 解 ， 这 是 因 为 wi 5 We 是 
线性 无 关 的 。 


习 题 74 


1. 在 方程 : 
22w" (z) Pe N 十 i =r (2) 


PERR =l, ikea aay WHE = 00(¢=0) FENG 


点 的 币 别 法 则 。 
<$. 将 下 列 形式 
wi=2"(Cgte 2+ c2? + ++) 
是 级 数 代入 微分 方程 a" + 2p(2)w'+@(2)w=0, TERA, ff 
t m RGA E 
m(m~-1) + p(0)m=¢(0) =0 
WR, AMRETA, WTB AIR 
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3. 证 明 ， 仅 有 一 个 奇 点 ， 邵 在 无 穷 远 点 处 有 一 正则 奇 点 
的 办 -一 的 二 阶 线性 齐 次 微分 方程 是 w" =0. 

4. 证 明 ， 有 两 个 奇 点 ， 部 在 原点 与 无 穷 远 点 处 有 正则 硒 
点 的 唯一 的 二 阶 线性 齐 次 微分 方程 是 Euler F WH: ME 
m 及 m 在 原点 处 是 特征 方程 的 根 ， 而 m 与 ma 在 无 穷 远 点 处 
是 特征 方程 的 根 ， 则 m t m+n n=) 及 mm nn, 

5. WEH: 倘若 有 三 个 奇 点 ， 即 在 原点 ， 1 RAWAL 
有 正则 奇 点 唯一 的 二 阶 线 性 齐 次 微分 方程 是 下 面 形 式 


” | t [2s _ 二 cnx 
it + (22+) wi ate- a 


如 果 ai 与 ay, fi 与 By vi 与 yz 是 特征 方程 分 别 在 0,1, co 的 : 
根 。 证 HA; a0=1] ~ a,~ as, qa=1- bi- pb,, bo=&1Q2, b= 
BB. 及 co=alcz 于 月 Pa- p: 因而 gai 二 42+ Bi+ Bst+rit v2, 
=]1, o’ 
6. BUS, ARN? a.=0, az=1-y, Pı=0. 
$2=y~-a-B, =a, n= WHBEX 
z(1-2z)w"+[y -(a@+841)]w’-acfw=0. 
如 果 REEN TEM ETE O< |z| <1 ARAM 
Pac Biers ty) i (atk)T (B+ER) 2* 


| DTP) i T(r+h) ky’ 
Re’ Fla-ypti,P-pti,a-y,z), Fla, b, y2 称 为 超 
越 儿 何 西数 。 
7. ERA: Legendre FH 
(1 -~ 27)w" -2zw'+n(n+1)w=0 
在 +1, -3 及 co 点 处 有 正则 奇 点 ， 其 特征 方程 的 根 分 别 为 0, 0# 
104 | 


0,0; 及 nn 十 1, -n 
8. WE HEM Legendre 方程 


(1-22)w" - 22w" +| 


oe jw=0 
在 +1，-1， 及 co 点 处 有 正则 奇 点 ， 其 特征 方程 的 根 分 别 为 
m/2, - m/2; m/2, 一 m/23.n+1,-n, FE Ha C= (z+1)/2y 
4 二 EC-m/2(1 - 6)" CE) FEIERN u 满足 超越 几何 方程 。 
el -Eu +[m+1- (2m + 2)E lu’ 
+(n-m)(n+mt+1)u=0. © 
ALM m0 伴随 Legendre 方 程 具有 一 个 解 为 : 
w(z)=(g 4+1)7"/2¢(4 í 2)—" 2x 
F(m+n+1,m- n, m1, an 
9. 证 明 ， Bessel 方程 tn tw (1 -到 )==。 在 
原点 具有 正则 奇 点 ， 这 里 特征 方程 的 根 汶 土 *. 


7.5 Bessel K 数 


我 们 已 经 看 到 7.145) Bessel 微分 方 各 是 在 用 分 离 变 
TARE ARR GRR RBA Pty HelmbofHiz 方 程 时 迁 到 过 ， 它 是 在 
应 用 数学 里 一 个 最 常见 的 微分 方程 ， 因 此 它 的 解 ，Bessel HK 
的 研究 便 成 为 非常 重要 。 

Bessel 微分 方程 是 


2207 +2w'+(22-v)w=0 ; 


这 里 ”是 常数 ， 这 方程 在 原点 有 一 正则 奇 点 ， 在 这 点 的 特征 方 
程 是 给 -~ 到 =0， 它 有 两 个 根 MSV, M= — Vo 我 们 假设 
~ ms 二 29 不 是 整数 ， 这 就 是 说 ，+ 不 是 一 整数 或 中 整数 ， 
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则 由 上 节 的 情形 3 ， 我 们 可 以 得 到 两 个 线性 无 关 的 解 
zl 一 2 3 Cp", 
EZO 
w=: È} yet, 
将 这 两 个 级 数 中 的 第 一 个 代入 微分 方程 ， 则 有 
P| Ala tar)eat+ $) czt? 9, 


mH REECH») WR ye 4, Mle =0, HAM RM 
Se Baa RE 


-Er 
At ETETETT 
因为 cj=0， FA RATER MT. M 而 系 数 co 是 任 
意 的 。 因此 


2(2+2v) 22 (1 十 1 


cs 一 一 ca i Co 
. 2 22+) 24. 2+2)’ 
ae 


fam ga ETITI 1) @42)@ 43)’ 
等 。 一 般 ， MIF n=1, 2,3, …， 有 


《一 1)"c0 
2nt(p+l)(vt2yeCrtn) * 
让 我 们 对 co M-AR, BIN 
° eg =[2°L (v +.1)]7 


Con 


则 
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ees cg 


SaaS nti wtr+) 


这 就 证 明了 
1 Znty 
Da) 
tet) 之 nii (v+n+1) 
是 方程 的 一 个 解 。 这 个 画 数 被 称 为 第 一 类 > H Bessel HK. 
Sv 不 是 整数 或 中 整数 时 ， 第 二 个 线性 无 关 的 解 是 
Zr . 
» -D(z | 
ID= Dr” 
这 个 级 数 解 是 将 w; 的 圭 级 数 代入 铂 反 方程 并 选取 一 个 特殊 的 
Yo 而 得 到 的 。 如 果 
2p-1 


了 b=1, 2,3; mF 


则 


. ( 1) i, intP 
J capt) /2(2) -/2 3 Z n=0 4 Sateen 
a 2 


=¥2 z?f(z), | 


这 里 f(z) 是 一 个 整 画 数 。 又 


bn=p 
en are Vi ap 
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”这 里 9(2) 是 整 丽 数 且 在 原点 没有 走 Ho WME Tonal) 与 
J grt) /2 (2) 是 线性 相关 的 ， ip 


V 224(2)=0f 2 Law), 


但 这 是 不 可 能 的 ; 除非 2p-1<0R pt. ALR v 是 中 
HER LO 与 了 _,(z) 也 是 线性 无关 的 ， 由 简单 的 微分 我 们 
可 以 证 明 J -.(2) 是 微分 方程 的 一 个 解 。 
剩 下 的 情形 是 =p 为 一 个 非 贫 的 整数 。 吕 然 
1 2n 
ee oe (- D32) a 
=f 2 2 
wtad=(3) Areri 


i 
Etl- p+n+l) 


EREN ik 

: i : = (-1) (> j” 

Gai To eee i jl nfin- p)?! 

1 am+P 
« {- pers 2) : 
= =(- PJ). 
BAS p=0,1, 2,… 时 ， J p(z) 与 7_n(z) 不 是 线性 无 关 的 。 这 
需要 特殊 处 理 。 按照 上 节 的 情况 2 ， 


Aad r Boz- ER + Êz as -nm z | 
w,(z) =Jp(2 [== a a + Brlog2 +4 |, 


=0，, 
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这 里 4(z) 是 一 整 画 数 ， 在 这 情况 下 ，.Bo 关 0 否则 gle) (这 
里 %(z) 是 一 整 画 数 ) 将 是 一 个 独立 的 解 ; 而 我 们 已 经 证 明 这 
个 假设 将 导致 7_p(2)= (~ 197 (2). 

更 特殊 的 有 如 下 形式 的 解 


Ya) =Z Sale) || 7e | exp| - [az]e 


= 二 To | oe, 
这 里 Js(z) 在 原点 有 一 三 阶 的 堆 点 ， 所 以 1/fs[7z(z)]?} 有 一 
个 2p+1 阶 的 级 点 ， 因 此 可 以 如 下 展开 


1 — b ， bop  .., 
z[ J plz) j? geet i zt F 


这 里 
bomi = lime G TF= OD.. 

因此 Bo0=22?11(p1)?/x， 这 证 明了 Yptz) 在 原点 是 无 界 的 ， 若 
p=0 这 个 结论 仍 是 对 的 ， 这 是 因为 出 现 log z He th. Vote) 
没有 精确 地 加 以 确定 ， 这 是 因为 积分 中 缺少 确定 的 积分 限 。 但 
是 ， 如 果 不 计 举 加 的 常数 ， 这 个 积分 定义 了 一 个 所 谓 p 阶 的 第 
二 类 Bessel Fy Bt. 

设 v 是 一 个 复数 ， 不 是 整数 ， 则 
J ,(z)cos Dr 一 J kz) 


Y »(2) = sin VIE 
是 vv(z) 与 了 7-,(z) 的 线性 组 合 ， 所 以 它 是 > 解 Bessel 广 程 的 
解 。 这 个 解 称 为 » 阶 第 二 类 Bessel 图 数 。 可 以 证 明了 ,(z) 是 + 
的 连续 画 数 ， 且 
Y p(z) = Lim ¥ (2) 
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这 里 p 是 整数 。[ 
aR Bessel 微分 方程 还 有 其 他 的 解 ， cae 
MAVAEGA 
HP =J C2) +1Y,(2), 
HP (2) =J, C2) -i¥, (2) 
PEX. KIEW ARA v 阶 第 一 类 与 第 二 类 Hankel i 数 。 

在 特殊 画 数 的 研究 中 〈 这 些 攀 数 是 某 些 常 微分 方程 的 解 ) 
经 常 迁 见 一 些 概念 ， 如 递 推 关系 ， 积分 表示 以 及 母 西数 ， 我 们 
将 通过 Bessel 画 数 来 说 明 这 些 概 念 。 例 如 由 Bessel 西数 的 级 
RRM Nak 


2 py ==. eh a a 
P, i= to D ei) 


cs ( = 179z22+2y 一 1 


AP Posey 77 @) 
my = seas _ <= 1)" zn 
m í l= £3 a "ny Tl (tnt) 


= 3 aats od! | he ge 
ope Ste (yt e+) (n-1)! 


as — 1) 4+12z2841 
k= BP PG +k ED 
一 Ss T(z): 
REAR, Aw 表示 -全 -， 我 们 有 
sd tars fs =z] y, > 
-pT Ji =] 1， 


[ 注 ] BE Copson. E.T —AR EREKET IA, 伦敦 牛津 KEN 
SARE 1935. 
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过 里 第 二 方程 已 经 对 了 2”。 顶 式 相 溅 拜 除 以 2*， 则 有 
7 1(2) + og (2) 一 2y, (2). 


NBR ae, We 
J yma 2) ~ J yy (2) =2F5 (2). 

IRIE (RE ERK RAW BULA, EM ABHE FHI Bessel | 条 
数 二 间 的 关系 。 

为 了 得 到 I.) 的 税 分 表示 ， R 们 从 Gamma ʻi 数 的 
Hankel. 的 线 积分 开始 AR 4.1047) 。 

O ae i oa he oe es 

这 里 路 线 是 从 - -- 沿 着 负 实 的 上 轴 下 团 进 来 ， 道 时 针 方 向 红 康 
点 转 一 周 ， 然 后 再 襄 负 实 “ 轴 上 侧 回 到 - 0c, ORBAN EM 
下 式 中 能 交换 求 和 与 积分 的 次 序 ， 那 么 


Gy J = B(-2 te) 


| ein "ttDde 


2xint. 
en a a ae 
-二 
为 此 考虑 画 数 
toz], exp( ~- 3 A dé, 


sta 9.3. 知 这 是 一 个 整 丽 数 ， 昌 可 以 在 积分 民 下 微 耸 任 意 
， 因 6 此 它 的 Maclaurin 展开 式 是 


号 (- ley. - La gge tatD ， 


=U ‘On: nt. fe 


Vit 


roZ] ane Jeeva, 


WR v= p 是 一 整数 则 


Jp(z) = As 2 a E aps 


且 被 积 西数 除去 了 pe Ae RAE 
心 在 原点 个 径 为 |e /2 的 一 周 代 替 积 分 线路 ， 它 的 积分 值 是 不 
变 的 ， 作 了 这 些 后 ， 我 们 置 变量 替换 C= ze /2. 于 是 


Jz) = 1 | e` PË t+izsind dé 
+ 2 Jan 


= = ki (eip0+t izsind 4 ghd -izsing ) gg 


, =1"cos(p6- zsin dé, 
wo 


这 是 一 个 相当 简洁 的 积分 表示 。 

如 果 在 上 面 Jp(z) 的 积分 天 示 中 ， 我 们 把 线路 换 成 一 个 和 
44H) |2! R/2 的 元 ，. Hes =2w/2, X E w=Re”,. 
Way 要 

z ww! / 1 

2 nae si wert aw 
这 就 是 说 Tp (D E e7 TVN ey Laurent 展开 式 中 ww? 的 系 
we, BT 


了 p(z) = 


am ee wT p(z} 


是 一 Laurent 展开 式 。 我 们 说 两 数 e*'w-w /2 是 Bessel H 
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数 Jale). p=0, +1, +2, +89 BER Ko 
OJ ETS 
1. 证 明 J,(2) 5 Jate) 的 Wronshian 行列 式 是 
— (2sinxa) faz, 
2, iE AA 4,@ es (2/mz)*sinz, se tin) Teos z. 
从 而 w" + 2w! + (2? - 1/4) w=0 RE 
(A sin z+ Beosz) /Vy z. 
3. 试 通过 初等 画 数 求 出 73(2) 与 J30). 
4, 证 明 需 阶 Pessel 方程 的 完全 解 在 原点 有 一 个 对 数 性 
Wio a , | | 
”5， RATE Cay’)! OP /a) y! FAry=0, 1E 明 对 于 
Win, TED SAT ATRL — RE SV Än) (Bo 
EVA, 6 是 FAW Ab) = -0 的 需 点 ， 证 明知 Ài Àj, Si} 
d, VE DIVE dr=0. 


6， 证 明 Jo 了 人 cab gg 


AURREA SEM MK 阶 的 Bessel 西数 的 
MRR. l 


76 . Legendre wm X 
我 们 已 经 看 到 ，Legendre 方程 与 伴随 Lecesadre 方程 是 在 
惠 分 离 变量 法 解 球 坐 标 下 的 Laplace 方程 与 Helmboltz's 方程 
HTB. Legendre 方程 
(1 = 27) w" — 2zw' +Aw=9 
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在 原点 有 -- 个 正常 点 ， 在 士 1 处 有 正 别 奇 点 ， 且 在 无 穷 远 处 有 
一 个 正则 奇 点 。 让 我 们 寻求 这 样 一 个 解 ， 在 原点 是 解析 的 。 假 
设 


代入 微分 方程 ， 则 有 
(1 -2*) D>) k(k- Dose! “222 H ke,z*! rely a czt =0 


ÈÌ [ (m+ 2) are eee mim+ es =(, 


因此 ， 系数 的 递 推 关系 是 
: m(m+i) -À 
, me mt2) (m+) 
m=+0,1,2,°*', MRK c,=0 而 ce 关 0， 则 得 一 个 只 合 = 的 惕 数 
HEAT RB, 如 果 我 们 设 co= 0， 而 c4*0 则 得 一 个 只 合 的 奇数 
EHAK FE O 
w= Cott; (2) + eyw,(z), 

这 里 u KEBE, wile) KETA, RRM lz] <1 都 
是 收 钦 和 的， 而 且 两 个 疼 数 显然 是 线性 无 关 的 。 因此 对 于 lz <1 
这 是 方程 的 完全 解 。 

有 重要 意义 的 是 在 z= 二 土 1 处 有 有 限 慎 的 屠 些 解 。 注意 在 
— HERAF, WR 4 二 n(n 十 1)， 这 里 ”是 一 非 仙 的 整数 ， Hp. 
A Cup = Cn, = 二 0， 而 相应 的 级 数 便 成 为 一 个 多 项 式 。 如 果 
飞 以 适当 的 常数 使 得 po(I) =1， 这 时 所 得 的 多 项 式 称 为 Lege- 
ndre ZIAR. ján 


po(2)=1, pi(z) =2, pale) =F 821), ace 


a 3z), 等 等 。 
为 了 得 到 一 般 公式 ， 对 于 充分 大 的 12| ， 考 虑 
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(1 — 27) w" -22w +n(n+1)w=0 
的 解 。 候 定 有 一 个 如 下 形式 的 角 
wa” Í] oye t= Bc, 
KZO k=0 


mm 一 (8 十 1) 一 0， 这 个 方程 有 两 个 根 m= - 4 


特征 方程 是 m2 -mm 一 
m=n+1. W n=-n 则 
w= 如 Ce”, 


w'= 


w” A Haake Deere, 


as — boyz?! 5 
0 


LARJA, WE 
È (n-~k)(n-k- Dem 


(n~ Rh)(n—-R-1)cere"* 


(n= R)cg2"* + D n(n+ 1)c,z" *=0 
k= 


È 
k=0 
2 


或 
2nez l + ži (n — m) (n= m—- 1c, 

_ = (M42) (m= Bn +1) Cpp] 20, 
如 果 = 关 0， 刚 cy =0, eg ti S TAE 
式 确定 


_ {n-m)(n-m -D 
m2 “Cm +2) m- 2m1) 


m=0,1,2,""", 因此 C1 二 C3 二 C5 二 … 一 站， 再 注意 Cr CnaT 
二 0， 所 以 这 解 是 一 多 项 式 o 
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= n(n 1) 
w = Coz fi ton 1) 


aa 一 DG- 2) (n= 3). 


2.4(2n— 1) (2n—-3)_ ee 


7 (ep? (an-2p)t a) 
IN Om 171(n ~ 27)1(n— DES aaa 15 


如 果 RR, 4 j=n/2 HRR MR RAK, Bi 
(n—1)/20tRRA IE. BI, FF Mco=(2n)!/2"(n!)?, MA 
到 Legendre ZMA. 


PZ) = È (-1)? (Qan-2y)! gre 


aa CEST 
这 里 若 n HAS, N=n/2, Hon BAK, N=(n-1)/2, 我 
ME BB 


d” 2a—2j 一 {2n 一 27)1 a—2} 
i CEET 


从 而 


N 3 n 
P = -Iy d 2th 2} 
{2 AL 2"j1 Cn- fot dz” 


1 d" SG CDin! on-s 
= Fal dz" h mi! 

在 最 后 的 表示 式 中 ， 和 式 是 一 个 2* 次 多 项 式 ， 其 中 ”一 工 次 或 
.者 小 于 #1 次 的 各 项 都 消失 为 符 。 如 果 我 们 加 上 这 些 n-1 次 
或 小 于 2 - 工 次 的 各 项 ， 那 么 在 求 ”次 导数 时 , EMEN, 

所 以 


sy (o Din] p227 
Paley a a iso j!(n- j)! i ' 


但 上 式 中 的 和 式 恰好 是 画 数 (2 -D 的 二 项 式 展 开 式 ， 故 
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PZ) =a 2" (22-4) | 


"nl d2" 
UPA Rodrigue 公式 。 由 于 P,(z) 表示 为 MRT 
7 次 导数 ， 所 以 应 用 nn 阶 导数 的 Cauchy 公式 我 们 就 得 到 一 个 
HY ERRI RRA: 
Re Oe (č -1)" 
P,(2z) = |e eae ee 


这 里 c 是 围绕 一 z 的 任意 一 条 单亲 曲线。 特别 c RAM 


ls-2 =V lz2-1|, 
则 l 
一 > 十 《22 一 te, 
CE 一 1T(z2 一 teas, 
, wrest- a eG eash] 
{NE 


=4 f z+ {z2 一 1) cos 0]"d0. 
a Sa 


这 称 做 Legendre 多 项 式 的 Laplace 第 一 积分 。 
为 了 得 到 P,(z) ORR, EMA 


3 w"P (zy aI. wl z+ (2? a teas 日 j"cD 
n=O TT n=070 
a1" de Oo 
404 -wz—wz* = Dcos 6 


EERE EE 
{1— 2wz tu?) 
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得 这 里 还 必须 十 明 . 上 式 中 求 和 与 积分 可 交换 次 序 。 为 此 有 
l f l L 
iwiz + (22- eee OJ! < ha! (Cl: + J2e*- 1,4) 


Spc; 
其 中 假定 


i 

jw! < a 
lz| + Te 
HE, iw; 充分 小 时 ， 级 数 


Durlz+t (2 一 iy eae gj" 
对 于 9 是 绝对 且 一 致 妆 钦 ， 因 此 求 和 与 积分 互相 交换 式 序 是 允 
许 的 。 HÉ, A ar es 在 zL- DËR 
Sm, WEA fw hy RAY Maclaurin MFR, ETE 
[wi << min] 2+ C2- D8, Jz- 7-1) ] 
内 有 歼 ， 冉 唯一 仁 知 一 定 是 È w"P,(z), 
Pesci a 
W=(- re 
RMR Legendre 多 项 式 的 递 推 关系 。 
我 们 有 
dW 


= -3 
deo (27 iw) (1 ~2zw +?) *, 


PE er 7 
(i- ge wr) fe = (z — wiH, 
dw a 


ral — 2zw 478?) Ss} nw" tP (z) =(2-w) x wh (Cz), 
n=Q R= 
SL (mt 1 Prsi (2) = (2m4+1)2Py lz) + mPa (Zz) Jw" 0. 
m=0 a 
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因为 wr 的 桑 数 对 于 所 有 的 mm 都 必须 为 党 ， 疏 
(m+) Pale) ~ (2m+1)2P, (2) +mP,-1 (2) = 
我 们 还 有 


1 -= wd ~ 2zw + w?) 4, 
因此 
ELER íz = w) OW. 
ow j f dz j 


i TP,(2).= (2— w) >| wPl (By 
n= < 
如 有 果 设 Pl {z) =0 | 3 | 
. H LaPa (2) ~ zP! (2) + Pr (2) ]wr=0, 
因此 有 F a 
mP,,(2) ~ 2P,(2)+Pha( 20. 05 FE 
为 r SPR eRe 方程 | 
| CL ~ 22)w" - 28b tan I= 0 
的 完全 Äi, RT, 4 市 那样 ， PARR: w= Pa s De 得 到 第 二 
解 


Serer sb. EDIT 


这 里 的 积分 路 线 是 不 经 士 1 或 P, n(2) 的 零点 的 任 一 路 线 。 现在 
P,(z) 在 二 1 BRAR RE- DP ] 有 部 分 分 式 展 
开 式 ， 它 包 合 下 列 形 式 的 项 f 

A 


ix 
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Ee ] 


2>: (2 IDPIG 2 

1 cree 

"RUED 
所 以 Legendre 方程 的 完全 解 是 


w =c; Pz) +e, | Pz) log2 3 +N, (2) k 


这 里 Nale) 能 缸 证 明 是 一 个 2- 工 次 的 多 项 式 。 由 于 对 数 关 
了 系 ， 第 二 个 解 在 实 轴 上 -1 与 +1 之 问 有 一 支 割 线 。 第 二 个 解 
又 可 写成 下 面 形式 ， 
Q(z) 一 P| -e po - 
这 里 积分 路 线 不 穿 过 制 线 - 1<2r<1,Q,(2) TARE 类 
Legendre PH &. 
(Pi Legendre 方程 是 


2 
(1 - 22) w" - 22w' +| n(n4+1) 一 =m w=0, 
1-27 


RLS GH AD A ME ERAGE FH Laplace 方程 得 到 这 
结果 。 我 们 只 考虑 n 5 m A BRT. 这 方程 在 +i 与 co 处 
有 正则 奇 点 ， 容 如 看 出 ， 特 征 方程 在 土 1 处 都 有 根 m/2。 隐 


此 ， 作 初步 的 变换 w=(2-1) ee), Wo 满足 方程 
(1 — 27)v" ~ 2¢m4+1)20'+ (n — m) (n+m+1)v=0. 


如果 我 们 现在 设 v= Sale), WA 


G- 2*)} uke te 一 2(m +1) zy tP 十 
(n-m) (nt+m+1)uoM=0, 
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dad" a = 22) u! 一 (1 — 27) yet _ 2zmu "tD 一 m{m-— Du, 


dz” 
at — 22u') = ~ Ze" tD — 2mu™, | 
故 方 程 可 以 写 做 
[Q - 2%) u" -2zu'+n(n+1)u]=0 


因此 ， 如 果 z+ 满足 Legendre 方程 ， 那 

w= (2? ~ OnE 
满足 件 随 Legendre 方程 。 这 样 我 们 就 证 明了 两 个 线性 无 关 解 
是 


~ Pn(s) = (22 - pid tee 


a 


Qt (z) = (2? - 1) #8 (2). 
JX ES ig BU Hi SE — eres 如 果 对 于 


(22 - 1)* 取 定 适当 一 支 ， 则 可 使 它们 显然 在 沿 实 轴 从 ~1 到 十 1 
”的 割断 的 平面 上 是 解析 的 。 假 如 水 是 偶数 ，P"(z) 是 一 多 项 
式 。 如 果 由 是 奇数 ，Po(z) 在 士 1 处 有 支点 。 为 了 确定 计 ， 对 
于 -1<2<1 我 们 定义 

d™ 


Pata) =(- I) ~ 2) FS, 


ZERI- PEPER 

如 果 m<n, Prlz) 是 伴随 Legendre 方程 的 一 个 非 平 凡 
解 ， 这 个 解 在 二 是 有 限 的 。 可 以 证 明 在 士 1 处 其 有 有 限 值 的 
MOUE FTU) 的 倍数 。 回 亿 一 下 ， 在 球 坐标 的 Laplace 方 各 
h. 进行 分 离 变量 时 ， 我 们 鲁 经 导出 以 z=cosg 为 变量 的 件 
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fii Legendre FH, FFA SRE fe p= 49 d=2, bir 
士 1 处 有 有 有限 值 。 因 此 容 罗 证 明 在 p=0 处 具有 有 限 信 ,是 9 
的 周期 画 数 以 及 在 $=0 =a 处 也 具有 有 限 信 的 Laplace 方 
程 的 解 具 有 如 下 形式 ， cae 

p"[APa(cas d)cos ng +R PY? (cos $)sin nO], 
HK 

AP? (cos d)eos nð + BP2(cos $) sin ng 
称 为 球 调和 责 数 。 它 们 在 球 坐标 下 的 Laplace 方程 的 解 的 研究 
中 起 着 基本 的 作用 。 


J 7.6 
1. UR man, i P, (2) P,(x)dx=0, 
2, ERA Pi@)de= 5 
3. 利用 母 画 数 证 明 P,(1) =1 R P,(-1)=¢-1)" 
4. TEM PA2) 所 有 的 需 点 都 是 实 的 ， 互 异 的 ， 而 且 都 位 
于 ~1 与 1 之 闻 。. 
3， ER.. . 2 Sa ee 
(a) pra a ae \ 
(6) Pia- Piss=(2n+1)P,; 
(ce) (22—1) P; =nzP,—nP,,. 
6。 证 明 ` : 
A OE REE E E EK ee 
(2? DPTO 2(2-1} 2z+1 {= 1 (z— 34)? 
E ay Tes i 是 PP,(z) 的 零点 ， 从 而 证 明 


Oz) =F P, (2) log =i + Ny (2), 
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这 里 Ni (2) 是 n-1 次 的 多 顺 式 。 
7， 车 az， 证 明 | Pro Prad: =d. 


8. 证 明 [Pr ir) Pdes-- 2 (n+m)i 


2a+1 Gomi 


9. Hmek, =n. Pate) PEG) oe = 0. 


a tf LEB de am 


TI E 间 题 


NE Bt 过 Sturm- Liouville RAPE: 例 
y" +n? y= 0, 
(xy)' — 二 二 zy 一 0; 


LL zy taQntDy= 0. 
—~#iz Sturm-Liouville 方程 可 写作 下 面 形式 
(P(x) y')' -g(r yt+dp (y=, 

这 里 P(x), q0) 及 p(x) BERK, Pa) 是 可 微分 的 。 这 
个 方程 对 于 研究 偏 微分 方程 是 十 分 重要 的 ,因为 在 很 多 情况 
下 ， 用 分 离 变 蝇 法 解 仿 微 分 方程 都 将 导出 这 种 方程 。 

Sturm-Licuville 方程 的 主要 意义 是 在 边 值 问题 的 研究 
上 ， 在 这 节 ， 我 们 仅 将 涉及 正则 的 Sturm-Licuville A, BD 
{ETE e<c<h 上 (〈a 与 是 有 限 的 ) ， 有 

Jj。 P'(z) 9(7) B plr) 是 连续 的 ; 

2. P@) 及 e@ LEN: 7 

3. Ay(a)+By'(a)=0, Cyb) +Dy' (6) = 0. 
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其 中 A,B,C, DERRY WME a 或 6 不 是 有 限 的 ， 或 者 上 
述 三 个 相 本 假设 中 的 一 个 不 成 立 , 便 是 奇 性 Sturm-Liouville 河 
题 。 许 多 这 样 的 问题 已 经 被 人 们 研究 过 [ 注 ]。 在 这 里 不 可 能 讨 
论 所 有 的 特殊 情形 ， 所 以 我 们 仅 研 究 正则 问题 。 i 

各 种 边界 条 件 包 括 在 正则 情形 里 ， 例 如 ， 如 果 4=C=1I 及 
B=D=0, Ml y(e) =y(6)=0, MR B=D=1 K A=C=0W} 
yf(a)=y'(6)=0, MBRB*O FDO, Wi y' (a) + ayla) =0, 
y'(b) +y) =0, SAB U=A/B, v=C/D, KES HAH 
WRAP, SHOR MAK, RHE 
由 于 太 广 泛 以 孜 这 里 不 能 一 一 去 叙述 它们 。 

在 分 析 正 则 的 Sturm-Liouville 问题 之 前 ， 我 们 将 取 - 


初步 变换 将 微分 方程 化 简 。 设 4= gg 与 ! 一 | (o/P)Fax, 这 里 


g= Dt: 于 是 车 用 一 狼 表 示 对 x 的 微分 ， 而 用 一 点 表示 戏 
MRD, WH 


Py! = gu -ugy 


(Py)'= (gu -2 多用 = 2 -ug*; 


(Py)! - qy+Apy= ela ~ (8 可- 
H o/g*0, RASTRA 
u +[A- QU) ]u=0, 


[£] REAR E.C Titchmarsh, “HiAk RME REE 
H” ES, HAY 1946 出 版 ， 有 中 译本 。 
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这 里 [ 注 ] 
QW =2+2. 


边界 条 件 变 成 


20O) u £0) _ ae 
AYO ETND Ay tN Gy GG ow) 


pla) È P EN 
«| oe | = A'n(0) + B' u (0) =0, 


) ge ulr) u(r) u(r): 
CuO + Dy O = + BOIS er? ©) 


«feof C'u(r) + D' u (r)=0, 


这 里 一 | (p/P) 和 qx， 故 边界 条 件 的 一 般 形式 不 改变 。 

在 证 明了 Sfurm-Liouville 问题 能 简化 成 上 述 形状 后 ， 令 
后 我 们 将 研究 下 述 问 题 ， 

(a) FRA: y” + [4~g(z)] y=0, cosayla) + 
sinay'(a)=0, cos By(b) +sin By'(b)=0, XPa 与 有 是 实 
KK, g(x) 3295 EASE A BK. 

(6) FARM: y” +[4 q(x)] y=f(zx)， cosay (o) 
+sinay'(a)=0, cos By(b)+sin Ay’ (è) =0, 这 里 4 是 已 知 
H, TORREK KH A R a oa 
数 。 


DE) 这 个 方法 的 有 效 性 在 于 PO 与 P(z)》 是 二 次 连续 可 微 的 。 然 而 我 们 可 
LL AGRA BRT MAT EM ER, 
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假定 非 济 次 问题 有 唯一 的 解 y(z)， 那 么 对 应 的 萤 次 问题 不 
peas RESTE) HR uls) Bibyteu OF FE 
ie) 将 也 是 非 齐 式 问题 的 “个 解 。 因 而 解 y 焉 不 可 能 是 唯一 
iR 
BiG, EFA BAIT LR, 网 +A-aqy 
=0 存在 线性 无 关 的 解 '%(zr,3》 和 oz, A), WERE ` 
(a, A= sina, b'(a, a) =- cosa, 
p (b, A)=sin f, p’ (b, A) = +008 P, 
E RAT LAN N AR ERRA ul, A) -5 vle, D 求 梅 
成 ， 因 为 如 果 
l | p(x, A) =cy teu, 
sina ==cıu (a) +c (a) 


一 cos e .CH (a) + cv' (a) 


于 是 
| sing v(a) | 
ieee eS cosa uf (a) 本 v "(asin ee 
nD Wi T 


ula) sin “| 


ate tu’ (a) ~ cos @ _ =sin au’ (a) -ts oula) 
ee te E 


Wo u,v} Wu, v) 


这 里 Wronskian 行列 式 IF (u, v) = uo! -vu 52x, ae 
不 为 等 。 因 此 _ 


[sin av' (a) tos av(a) 1) ju 
(x, Å) = a co 


„Tinere +008 aula) |» 
W (u,v) Š 


af, 0 与 6 交换， 则 有 
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ae a 


要 


SCs, = ‘[sin Bu' (6) + cos Bub) Ju 


(us v) 


_Lsin fu' (b) +cos Pu(b) Jv 
W (u,v) o 

现在 ，cos aġ (a, A) +sin af’ (a, A) =0, 如果 Wronskian 行列 
KW 4, y) =d0'- o8'=0, WO=Ko, K BK R-HH 
常数 ， 但 在 cos Pd (b, A) +sin 8b, A) = 0 的 情况 下 ， DIF 
KEE EE LR 但 我 们 已 经 假定 不 存在 这 样 的 解 ， 所 以 ， 
ġir, A) plz, 分 是 线性 无 关 的 ， 而 且 用 常数 变故 法 ， J 
BH; l 


v= PEAD S eniad 
yx) Ww rece DfDdt 


oe hope ag ee 1g yl ari dt ro | 
是 非 齐 次 问题 的 一 个 解 ; 这 个 解 是 惟 二 的 bin RE 与 
ERFAREN, Wo- VENA, REA 
EAA AT ILM v n- w=0 存 在 ， RITE T 
下 面 的 定理 ， 

”定理 .9.1. ier ATE Sturm-Liouville TOLLS 
RREI ER E sigi j K ia (a) 你 有 平凡 
解 。 

HTARAS B, E N ser 
ROTO, BORE, KHERA Ea A Hee ee 
RE, 虽然 它 不 是 唯一 的， DRAG RE ug + Ae Da =0 有 一 
个 非 平 几 解 m LRA HM, 那么 J RAPHE W on Be 
HHE 2. - 

Se aT ATE GE A So ENS ul + (An gus=0% 
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we 


Cos @u,(a) + sin au, (a) =0, cos Bus(b) + sin Bu, (b) 一 0， 则 
d+ (Nut=0, 
cos aula) + sin gu, (a) 一 0， 
cos Bistb) + sin Buy (6) = 
于 是 
“Gan ud d= [m4 ink 10, 
但 | Ia ?dz REN, RSh 


由 同样 的 计算 可 知 ， F uj im ARENA EAn 所 对 应 
的 特征 西数 ， 则 


(A; -wf ujud r= [uul -uui ]2=0 ; 
所 以 | umdz=0, gji t; 与 uy, EEZ. 
RR 6 Ce, 5 p A) CEPR ALA E 


File 事实 止 * 下 面 定理 建立 了 齐 次 问题 的 特征 值 与 Wronskia® 


行列 式 H (4, p) BEEJ — 一 个 强 有 力 的 联系 。 

7.7.2, USED 与 8 为 是 ， 

y"+(A-g)y=0 

BUF». El) i 6 (c,A)—sina, ¢'(a,4) = ~ cos a, yt, 4) 
asin A, p' (b, ÀA) =~ cosh, 则 Wronskian TARW (a, 0) 1% 
是 4 的 西数 ， HE EFKO 的 特征 值 的 充 要 条 件 是 4 
4 a k 

ER AIER G, y) 与 了 无 关 ， ane, 


fwd, 9: S-E gy -p69 = "pý - vor 


=y- Are $0- oe 
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mie 


Hw) =0, M) d(x, 4) p’ Ad - oz, 4) 8 (e430, EH 
此 可 以 证 明 é (z, 4:) =k; Ce, Ailo 这 里 k, 是 一 个 非 堆 的 常数 ， 
在 这 情况 下 ，- 
cos 2¢(a,A;) +sinad' (a, 4;) =0, 
cos Bé (b, å) + sin Bot (b, A) =0, 
”这 就 证 明了 Plr, A) 是 一 个 特征 次 数 ， 人 而 4， 是 一 个 特征 值 。 
反之 , Hw) +0 N dG, x) 5 yl, 4) eas 
的 ， 从 而 齐 次 问题 的 任 一 解 u(r) BODY MRA, 
az) =cig$ (x, 4i) tel, ai). 
HEE u 满足 边界 条 件 
cos au(a) + siti au' (a) =c;lcos ap (a, À;) 
+sin ay’ (a,¢ åd = 0», 


cos. Bulb) +sin Bu! (b) Falsos O AD : 

.十 sin Bd! (b, A; 三 Oe 5 A MEP fe} | 
WRB ARR, 无 论 部 一 个 PEA 则 wy )=0, 这 与 
BRAG. BL c1 es=0 与 use0 是 一 平凡 解 。 这 .完成 了 证 
明 o o | 

定理 7.7.2 表 明 ; 为 要 确定 齐 次 问题 (0) 的 特征 值 ， 可 以 
研究 OAR Mo | l 

定理 7.7.3. dG, a) 5 yw, D 定义 如 定理 了 .7.2， 
Wiw (A) =W (GD AM ~-PRRK, 且 只 有 简单 零点 oi 

证 明 SHES) 与 (z, 科 满足 下 面积 分 方程 
| é(x,A) =sina 一 | (go= 1) (x -#)d(t, A) dt, 


ee i -Deos B+" (q-4) (2@-D yl, A dt, 


应 用 定理 7.2.1 用 过 的 碗 代 法 可 以 证 明 这 些 积分 方程 存在 唯一 
WR. Uk do=sina- (r-a)cosa, #o=sinB- (x- 6) cos ph, - 
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也 是 定义 
E * (q- AF (a~ Ð pidt, 


一 gr 二 | 
赂 一 区 十 p 7 lq- A (e- t) padt, 
或 一 般 “Tae 2 
| s- a +] G-D@-Dbradt, 
paver -De- Dødt, 
出 


p(x, A) = dot È (hn a Pa) . 


ve A) =Fo+ BD [Cr 
我 们 可 以 证 明 这 些 角 数 对 于 各 个 4 都 EK & 的 ， 而 对 于 
o<zs< <b h A a TER ERIK 为 了 证 明 这 点 ， 我 们 有 
a Oi ENT A -godt| 
eo G2 
iw = |; Ga- Gm pode] -zs a ne 
ES eM (Q4R) EG 0 Hes 
这 里 a o leo ds Q=max lg], BR Al SR. HEA. 


La il | (ja) @- 8G wa 


< MQ+R bo) (og 


< MQRC a) (x— a)? 
3! 
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a- sl = ff -De- Dp vod? | 
<MiQt RP bo 6 neat 


= _— db- 2)? 
得 归纳 法 


ag +K)” (6 ~ -oir = a)" 


M (QHR) - a)" (如 一 OD 
< EHD , 


Pa- r: 
所 以 级 数 4u 十 EG. ba) 9 Pot. Ëy- yD) 对 于 oz 


b— Bi DT ERM AAR, REENA 
EAA DR TES 

. 上 而 不等式 亦 证 明了 ， 对 于 每 个 x 与 和 个 R, 级 数 对 于 
ALR iy A BIR 由 于 级 数 中 每 项 是 4 WAHE 
数 ， MAR é(x,A) 与 J Plz, 4) 是 4 DENK, 因此 ， w (A) 
EK 

YT iA WA FAB RNR EER 

STH. BAER 


aia, Be DG ds Gib, 4) 


Ae, ae @, 4). gt ea 
189 sin BOSH aoe ba EL Th see 22s 4 


© sin g(-a’) nf? E bad) de= wd, d- 
- wA) f(b, AD ty è 
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1- 1 8, Dbl, A de= twag oA) 
-wag bA 1, 
如 果 sin 8 二 0， 那 么 取决 于 是 否 cos 8 二 土 1. 无 论 那 一 种 情 
形 ， 如 果 岂 (z) 下 0， 则 对 于 Aes, | Gs, Ab, A dre=0. 
因此， 当 4 与 是 实数 时 ， 2 
lim |" $(e,2)$(@,A0d2=|" Dadz=o 
这 意味 B(x, A) B05 :但 这 是 不 能 的 。 故 w(4) 不 能 恒 等 于 - 
零 。 这 结果 表明 了 由 () 的 需 点 不 可 能 有 有 限 的 极限 点 ， 因 为 
如 果 确 是 这 样 ，w (AHS THE 
认为 是 ww( AE Ao MEREL Pak R EMF 
点 ， BZ w(A,) = w (= 0， 从 而 | 
OD = Ste AY eee es oe 
w{A,-it) =- cw" As) FET poe Au 
KRATERE resa EFA: #4 a j= Ate ir 及 Vea 


ir-F 
“Qi af d(x, AS (x, Adz t rw" KO 


xL -A D1 SIN 


“af $æ, F(z, Dde= Fro” aD 

x [B bA = 6" (6A) | tA r RAT 
这 取决 于 sin PO Rsinf=0. LABRET, Pa RE 
于 雳 而 求 其 极限 ， 无 论 那 种 情形 都 有 | #2,4s) dz=0， 这 是 


一 个 矛盾 。 这 就 完成 了 定理 7.7.3 的 证 明 。 
为 了 完成 正则 的 Sturm-Liouville 问题 的 讨论 ， 我 们 必须 
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证 明 ， 凡 具有 有 深 段 速 续 的 导数 ， 并 定义 在 ao<zr<8 HAEE 
段 速 续 西数 ， 都 能 展开 成 齐 次 问题 (6) 的 特征 西数 的 级 数 。 方 
法 是 积分 非 齐 次 问题 (0) HM 
delves, 
这 里 {cs} 是 一 列 封 闭 线路 ， 将 在 以 后 叙述 。 我 们 将 证 明 对 于 
充分 大 的 m c RERE wO) 的 任何 零点 。 如 果 零点 hu 是 在 
< 内 ， 则 积分 值 将 等 于 
te, p, b(z,A) 
| GG DIO art SEP |" ya Df a 
和 上 porn RHEE 


AEE |" pce Ad FO, 


这 里 ALLER BA) Ade, A) 中 的 常数 。 因此 ， 如 果 能 
够 证 明 下 式 左 端的 极限 存在 , 那么 

O imij a | gay sear, 
BARB oO) 所 有 的 零点 。 我 们 将 证 明 这 极限 存在 ， 

FL, 事实 上 就 是 有 (x) 的 Fourir 级 数 [ 注 ]。 这 将 证 明 


f (") tLe). “BA ASG. 的 小 bt ADF dt, vk 


这 里 ”| Se 
l f(a") him FY, fz") = lim fe pH 
fo) = limfo), F(b*) = limf (4). 
[H] 请 看 第 8.1 书 
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l at 
如 果 定义 Oy) =[ 一 和] ge 网 


ee -3 Lo 
bo Sige si 
c=] Bf dr, 
f, te Be E 
f gidai bo 


定理 7.7.4. Wi) 是 定义 在 区 间 a<z <b 上 的 具有 和 逐 : 
段 连续 导数 的 任 章 还 段 韦伯 西数 ， W f(x) 可 以 展 成 如 下 齐 次 - 
Sturm-Liouville 问题 (a) BRERA AA O 


+2 Pal), 
i afte Pfade 
f’ Dada- 1 


证 明 BEM A, A) 后 V(r) he FRB TE 


b(e,02) =sin a eos f(r a) = SRS SIRE CE 0) 


+i" sia tle- Ng dit, dt, 


-T34 


y (2, 0*) =sin 8 cos(x- b)i- cos 8 sin £e- by 7 


c 

REHAL, Bé-£+0B 

(zi 一 ez F(x) 
v(x E =elIO-> G(r) 


+L sinte- Dapa dt, i 


O eae 


eae a) 


at sin E(w gele- a 


G (x) =| sin Acos Eir- b) 一 sor B sint (eb) | 


“x eInltb—z) + 


Z 
HM, = max |F œ) Fa wak Gœ], HIREAK, I 


| + 二 | sin E- alte” lalh GOn dt 


M,<|sina! + eee tal. TO} M: dt, 


ts - | lcos Bt 1. 
Ma Ising + i al. la Madi, 


#0 My<((sina! + oe -piko ar), 
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Ma<( Ising + rae ) J (G -二 | lel dé) 
XRRR, WME sin a¥0， 则 

d(x, é?) =sina cos (x-a) +OCE sae a) ) ， 
如 果 sina=0, Ii 

h(x, 62) = +0( É| -aeln[Gz-ay y 


同样 车 singo, H 
Y (2,02) =sin B cos (æ -b) +O( |] e bb- 25, 
#8 sin P=O0, Wij 
y(r 2) = _ cos $ sin č(s-b) 二 Of IŻ =2gl0Kb- r) ) 
? E r . 


AMR ANAT LIEW, Hsiaaxo, 有 | 

ġ' (x, 6?) = = sin a sin (x ~a) +O(e!"l 70 )， 
# sina=0, 有 

é' (æ, €) = -cos a cos E (r =a) +OC IEJ ielo )， 
以 及 车 sin Bro 出 

¢ "Cp, £2) = 一 上 E sin Bsingte- b) oee Dy, 
Hsin B=0, W a | 

yp (x, C2) = = cos ĝ cos $ (r - b) +0¢ [Ei ~1 el alte - z) ) 
基于 上 述 结果 ， Bik: 若 sin a sin 8X0, Wj 

w (å) =£ sina sin $ sin (b ~a) + O(el™®-9 ), 

如 果 sin a 或 sin 8 AF, WAARA. A T WAER 


[ 注 ] 记号 ti UES TEER, 表示 在 zo 的 某 个 e- URRA PIERA 
K|f(zls 其 中 政 是 常数。 
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埋 得 出 主要 的 结果 ， 我 们 仍 将 考虑 sin a sin B#0 的 情形。 其 
他 三 种 情形 ， 读 者 可 以 补充 其 细节 。 

“为 了 完成 证 明 ， 我 们 沿 闲 曲线 C 积 分 ， 非 齐 次 方程 (9) 的 
唯一 解 是 y(z, 4) ， 微 分 方程 右 端 的 面 数 设 ;为 1(z)，C, 如 图 
7.7.1 描述 。 


ZN) i 


-E PERI 


2 一 平面 图 上 的 线路 由 变换 4 二 6 映射 为 4 一 车 商 上 的 线路 C， 
我 们 已 经 证 明 


i 的 b(t, DF dt OA 


(A) 
j 上 vt, A OD dt. 


FED, E 70H [sin (4a) DK, ik 里 KK 是 常数 。 
ks 


w(A) 


437 


ay isin a Bete 11406 ie ly 
这 就 证 明了 ， 当 7 充分 大 ，C， nG BERRA. A 
LIBRE g, A) 5 p, A i, WA … 7 
BADGE cos £(6-w)eos L(t-a). 
w {A} sin é (b-a) 
+0( la -2 eta) ， 


Br Ae, A) _ cos ¿(b - t)cos E(x -— a) 
w (A) € sin (b-a) 


+OCIE| -2 ee), 


tos (b — x)cos (t - a). 
二 人 a) f(D dt 


5 cos Cb-t}ecos E(x- a) 
ris č sin €(6—-a) fdt 


p HOGA f? e-f a 


FOCI?” exoF Dads), 


* Wao 


如 果 我 们 暂时 忽略 最 后 两 项 (我 们 将 要 证 明 这 两 项 沿 C "积分 


Ka ee | ve, di 
Cn 


<, nare ani 


_ a * cos Elb- x)cos fie a) 
= 2i fE- .6 sin č(b-a) fdt 


4 [f cos č(b ~H cos El- ee 
+| < se Se Do EG D fo dt a? 
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er 人 


= (t - a) fÐ dt, 


AU, ILE KAEKA ARAMARK $ 
号 右边 的 级 数 正 是 f(z) 的 余 驴 Fourier 级 数 BH 8.176 


这 个 级 数 在 f(x) 的 给 定 的 条 件 下 ， 我 们 知道 它 2 He aK Ft 


[f (xz) +f (7 )]. 剩 下 要 证 明 的 是 其 R si CRD, 4 
n>ohRTR, k0<b<r-a, W = 


ls of gj -2 i ef (tdt |a A 


soff eniai} rofl voa} 


BIER 3 Bee ae ees 而 其 项 的 性 态 她 
F: 


. wa) 
xf cos z 
a 


a (2n + 1)r/2(b — a) 
n 0 


—dn 
n i nin 


of of ea 


| 


这 对 于 充分 大 的 n 是 任意 地 小 ， 成 了 定理 7.7. 4 的 证 
HA. 

推论 7.7.4. 设 f(x) 是 满足 定理 7.7.4 RAH KT 
Re, A AvwA,, R=1,2,3, °°, BA, WM MA AH Sturm—-Lio— 
uville 问题 的 特征 值 ， 那 么 如 果 y (x, A) Æ y" + [A~ q(x) y= 
f@)fie<r<ch 上 的 解 ， 且 满足 适当 的 边界 条 件 ， 则 
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这 里 c= | FD Cz) dz， 而 Bus(a, 是 规范 化 的 特征 征 丽 数 。 
证 明 我们 已 经 正明 了 7 


mica +e (x, A) 
ylz, à) 一 a C) PE PhD Odes E 


x | PEDF Dat, i 
AGS ELA DGEBA y E ooh N RAT MB, 这 表示 
u(x, À) 有 一 Sturm—Liouville RFA- 
y (a, AY= J bP so), 
这 里 
i b= | yD, (adr. 
aE Eas 


=| /WB dz=| fy + HM- oylD, odz 
=[y'@,-yP Jt +| [OL + A ude 
=| [Orta -Blydr+ Ga)" yDrdz 
ee. a are 
故 b=c41 (A = Ai). B : 
如 果 A= 办 对 其 某 些 有 成 立 ， WJ y” +A- aye SAM 


MORRIE IC à OC) ERs 事实 上 ， 因 很 设 这 问题 
mS FRE y, Ae 
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a= | Fbad [y+ G-DylPde 
=[y'@, — yO,je+ | [eg +A, - -) Pi lydz=0. a 


反之 ， 如 果 A= ii E fa) 与 D(z) EX, 那么 由 于 < 一 0 一 
-Abs 对 于 任意 的 b; 是 满足 的 ， 故 存在 一 解 


y (z, åp = à qa +O,@, (2); 


这 里 bi 是 任意 的 ， 因此 在 这 种 情况 下 存在 角 ， ne 不 是 唯一 
的 。 


习题 了 7 


1. 将 a 方 程 从 第 一 个 形式 BH 第 二 形 
式 


(egy)! + Ae y= f(z), atla- aa) lu= g(t). 
2. 试 求 问题 y" phy DS UO a) =0 的 展开 定理 
的 形式 。 
3. 试 求 问题 y)" ee ©, y= y(2)=0, BY Æ 
开 定 理 的 形式 。 


7. 8 ol 积分 方程 


研究 Sturm-Liouville 问题 的 另 一 个 方法 是 通 积分 方程 。 
为 了 说 明 这 一 点 ， 让 我 们 考虑 下 面 的 在 a<z<b 上 的 非 齐 次 
Sturm-Liouville 问题 开始 ， 
(py')' -qy +Apy= - F(z), 
cos ay(a) + sin ay' (a) =0, 
cos Êy (b) +sin By' (6) =0, 
PUT BUR IE AEM A, RRL, p 是 器 续 可 微 的 ，g 
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与 p 是 速 续 的 ， 了 REBUM, PDO 及 py>0,， Ha 与 6 是 
有 限 的 。 开 始 时 假设 1=0 不 是 对 应 齐 次 问题 (f 三 0) 的 一 个 特 
征 值 。 于 是 由 定理 7.7.1 方程 (py')' - qy= -了 (x) 有 唯一 的 一 
个 满足 相同 边界 条 件 的 解 。 我 们 可 以 确定 这 个 解 如 下 : Ar pla) 
45 ple) 是 Coy)! - qy=0 的 解 且 满足 o E 
é(a)=sina, ¢’ (a) = - cosa, 
y) =sinf, y'(b)=-cos ff. | 
由 定理 7， 7.2%) 与 PAR PERE RR oH: .同时 还 是 线性 无 
关 的 。 我 们 知道 有 
cos ad(a) +sinad'(a)=0, 
cos Ay (b) + sin ap'(6)=0. 
我 们 应 用 常数 变故 法 村 求 非 齐 次 问题 的 解 。 设 
y(x) =A(r) d(x) + B(x) p(x), 
y' (2) = Ad! + By +A G+B'y. 
“3 A’ b+ Bi y=0, 于 是 
Cpu)’ =A pd')'+ Bp")! + A'pg! +B' pp" ， 。 
(py')' ~ qy=A' po’ +B' py a> < 


FR A’ +5 B' 得 
re F(a YT) pis FDD. 
p(x) (byl - - og")? pz) ae we: 


e alas Ne 

. AE -6)]= AUP- pg =o, a | 

ue R la 
| 1 WR ED PAE 

del CD PON | 

p- d | 

ee Oe: 
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AAT 


_ d(x) [7 ete a 
va = $2) ` FOP dt- san FOLA di, 


yoja tef 1O vo dt £ > FHbMadt, 


` cos ay(a) +sin ay’ (a) =[ —cos ay (a) -sh aa (a) : 
a fd dt =o, — 


再 为 方 括号 内 不 能 为 零 ， 故 | ”7D 4(Ddt=0， 辐 樟 
cos By(6) + sin By’ (b) =[cos Abt) +sin ġ'(b)] 
x (* FQ) ¢@) dt=0, 3: 
Jci l 


i|. (ODPM at=0, Mik, y 的 结果 是 
y= 22 oend- s $@). pty {Ovid 


RT SRM PBR, ee NER 
— y@ =| GED Fads... 
这 里 Green BR G, D 定义 为 

IDIO seter 

k 3 “ts 

G (x, t) = why, a fe 

_ bea) © 

大 3 = 


如 果 把 Green ENA t YAR, HFE x HVE NEY Ti 
都 有 定义 ， 容 为 验 证 它 满足 下 面 的 性 质 ; 


x <t <b, 
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1. (pG")'-qG=0, ate R r<I<b. 
2, GH t=xr HERH. 
3. cosaG(a)+ sin cG' (a) =0,cos BG (b) + sin BG" (bF | 
=0, 
4, G’ (æ, t) -G'a 2) = -1/p). | 
定理 7.8.1. -如果 我 们 取 性 质 1 一 4 作为 Green 画 数 的 定 
MEM, WG (2, N 唯一 被 确定 的 充 要 条 件 是 4=0 TAEI 
义 的 齐 Sturm-Liouville jh] 题 的 特征 值 。 z 
证 明 MR A=0 TERME, MK g(z) 与 %(z) 唯 一 地 
HE, MARELA FE o 
Gir, =A +BY)  a<t<z, 
G(r =C + DD, xct<o, 
$+ er 
、 ' cos aG (rx,a) +sin aG’ (x, a) 
= Bi{cos wy (a) + sinay’ (a)) =0, 
cos PG (x, 6) + sin BG" (x, 6) 
=Ç (tos fA (b) +sin BS! (B)) +0... 
因此 2=C=0, XGI, 1t) 一 G(z,z-)， 这 意味 着 4g (2) = 
Dex), BG (x, xt) -G' (2, 2°) = -1/ pls) RRA 


Ada) p (xy apes ~lints, 


¥ (2) 
Auk, 
Az O a 0O, 
~ Po 4d) R 
_ _ $C) 
De 
故 
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的 er E 
Gir, t) = : l a. 本 
eet. rit b 
mR A=0 } 是 齐 关 问 题 的 一 个 特征 德 ， ME R G -ay 
-=0 AR LRA PE ET ETNIE uD. 这样 对 于 
”生意 常数 ec Gat) tout) MEE 1—4, AE GREE 
榴 。 事 实 上 ， 有 这 种 情况 下 ， 不 存在 满足 性 质 1 一 4 的 西数 
G(x, 站 ， 这 时 所 发 生 的 事 是 ， 在 满足 性 质 1 一 3 时 ， 们 我 产生 
一 个 特征 画 数 ， 它 有 连续 的 导数 ， 因 市 不 满足 性 质 4 。 在 这 种 
情况 下 ， 我 们 可 以 定义 一 个 广义 Green WH, CHET 
般 的 微分 方程 。 这 个 概念 将 在 习题 中 引入 。 
我 们 可 以 正明 每 当 G(z, 了 存在 时 ， 那么 
yo) =f? Ge, DF dt 
METABO. BOT, 因为 
ya) = -4 S yf a AOS gO dt 


=A(x) d(x) + BY(z) ， 
KH A'A+ BR Y= Rt ae a =-f. ETTE 
DEN 6 
现在 转 到 方程 (P -qytåpy= -上 中 4%0 的 情形 。 我 
TRH SE 
(py )'~9y= ipy 
HAVA Green HR G(z, 1). WHRDAE 


y=] GED Odit [OGE Dy dt 


RAV pœ) ， 则 有 
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V PEs) =| IV P@P@) Ee, N/H/V PO lat 
rajin PPG (2.1) V Py Dat. 


ik Ke, i) =V PEPO G ,t), ulo) =V p(x) y(n) AR 
FO IV BE C@.N/01V dt, W 


“az) = Feo +a" KŒ Dudh 


这 称 做 Fredholm : 积分 方程 
NE a OLAS F: i. 
uo a, 为 F (2), ` pu 


or Fee) +A), K eee 上 eA 


wh E i K (z,n at, 


ae) = F @) vis (x,t) tps (de, 


”可 以 按 递 推 的 定义 了 去 ， 而 


u — Wo 二 | RG Duvet, , o 
Ser Siea Nta ia? 
XEM=max |K (2,t)|, RN =maxi Fœ. K 
tenis | & Cr Din (8) ~ mol Jet, 
[up = ty] < ALN ME a)? 


由 归 编 法 可 以 证 明 
[ws = Haal < Al "N M” (b =a)". 
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考虑 级 数 F(a) + Be) -wi(z)] ,这 个 级 数 在 141< 


[M(b-o 1! Rh a. 站 此 在 积 分 方程 中 代 
人 级 数 并 且 逐 项 积分 ， 有 


FY +A” K (yt). { FG) + È [ult) a yilas 


= ug (x) +u, (£) + a (Worl 一 oe = ug (x2) £3 (ai, — Un-1)s 
这 是 由 于 上 面 两 个 级 数 收 钦 于 间 一 个 和 。 

容 为 看 出 这 个 解 是 唯一 的 。 设 [f= | K EDIO 
则 有 到 z [万 = 上 [iK EDK utd I adhd FAR 


们 的 近似 序列 是 - 
tg (2) E Fa; Ba ne sk > g 
w@=F@t+AH[ F] ove 
uz (x) = ee ee 


uy (2) =F (2) POTE ia 
pe se oa al 
E ee 
wy) SF @, 0 < 
u = F(a) +H (FI, 
(=F OAH FHF], 


nas FP (HAHLE JA JI 有 oS 
(be AUP F] +H [F], 
PADI BURKS APA. MBS. AER, 连续 
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EREA ee ER 
aay 一 Fa) È PBE], :- 


HWY (2) 是 积分 方程 的 另 一 个 解 ， 则 \ 
u(x) = F (x) +a? K (et) u (dt 


=F (+ H| u ]= u (2), 


BO =F (2) +0 F 14 PH = @), 
等 等 。 因 此 ，z(z) = u (z) ， 这 就 正明 了 解 的 唯一 性 。 
间 想 起 原 Sturm-Liouville 问 题 仅 当 4 不 是 齐 次 问题 的 一 
个 特征 值 时 有 一 个 险 一 的 解 ， 这 样 ， 我 们 就 证 明了 不 存在 这 样 
的 特征 入 ,- 它 的 模 小 于 [M(5~a)]71, 这 里 M=max |k(z,1)). 
我 们 也 看 到 : 我 们 的 级 数 解 当 [A] <r[M(6 -a) J] 时- 
对 于 4 是 一 致 收 软 。 因 此 


u(x, 2) -=È lute A) 0,4 Cr, a) ] 


对 于 M LIM Oma) E A AN RT 
设 


Ki@t)=K@,0s Km N| KG aK ht dh; 
Kw =| | K EDK Gt) K Cos) dtto; e; 


:5 fb . ' : ¢ 
K* (x,t) =| -F K (r, DRK Gp t) eK Gio H) dtr 


- dtair 
现在 让 我 们 定义 所 谓 “BBW A 


k(x, t, A) -È A Kae, t). 


我 们 已 经 看 到 这 个 级 数 当 A <M (b-a)! HF r Bt RK 
48 . -一 


KRTEL 4 的 解析 西数 ， 又 我 们 可 以 将 积分 方程 的 解 写作 
un(a) =F th) hb,t DF (dt. 

容 故 证 明 ， 互 为 核 满足 积分 方程 E 
RE, tA) =K CE, N +4| kCt, MKE, nde. 


反之 ， 如 果 我 们 能 够 找到 一 个 满足 这 个 积分 方程 的 互 加 核 ， 那 
么 可 以 证 明 


u(x) = rosa’ py Ddi 
满足 原来 的 Fredholm 方程 ， 这 是 因为 
a| KE nue der)’ FOKE Dda 
+ 和 | [Peet OPK E dide 
=4| EWK É, nde + al” [RELA -KE,)]F dt 
= al" itd) F Odt= u@)-F O. | 


WARTA kle, t, A) = Bek (x,t) Œ [Al CLM (b-a) J 


REREN. kæ t, A) 可 以 解 延 拓 到 FAE 除去 卉 次 问题 
的 特征 值 之 外 的 其 他 地 方 去 ， 设 Ay, Ag, 14,… 是 特征 醒 数 办 (2) 、 
bo (x), bg (a) ,es 所 对 应 的 特征 慎 ， 满足 a 


bs (2) =A, | K (2,6, (dt, 
es 
可 以 证 明 [ 考 ] . 


[ 注 ] 参看 ，R 柯 妆 与 九 希 尔 伯 特 ， 数 学 镭 理 方法 .134 一 138 其 《有 中 去 本?- 
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KG, Ha 2 $; TOLOJ 


n=2,3,4,- , KAHF r 与 上 是 一 致 的 。 因此 ， # 
A <r<[M(b-a)]-, | 


bet D= Kapa Bart FIO 
à . $ n=? i=l i 
-Ken + È BAA. 
; : i=) \n=2 i 


”这 个 关系 式 对 于 小 的 省 已 经 证 明 ， 而 且 我 们 现在 可 以 看 出 最 
质 的 方程 对 一 切 44 一 1 2 …， 都 定 X T ke,t, A), Sy 
证 明 它 满足 积分 方程 ， 这 是 因为 


- KE, Daaf KEDIK (x, DHÈ 4; OLR Pas 


=K (8,t) + AKG, t) +4? Ata D 


owe 


oo SKENAR 38060, LAG A ee 


-KED +h +A BSH OAD ki tA). 


我 们 注意 到 kleit, 条 是 一 个 4 的 秆 纯 酷 数 ;其 极点 在 特征 
FEA, 42, 4,… 处 。 定 理 5.5.4 告 诉 我 们 它 可 以 表示 为 两 个 整 丽 数 
的 比 。 这 些 整 醒 数 此 表示 为 无 穷 级 数 ， 即 通常 所 说 的 Fredholm 
行列 式 的 级 数 [ 注 ]。 在 这 里 我 们 不 准备 进一步 讨论 这 个 题目 。: 


TE) FB LW. Dettmans 物理 与 工程 的 数学 方法 246-2567, 


习 687.8 
1, 试 求 与 问题 1 +Ay= - f(x) 02 <1, y(0) =y(1) = 
0, FRAN Fredholm 积分 方程 。 

2. 试 求 与 问题 Gy’) +Ary= —F(r), TS Ley: GD = 
yle) =O KAY Fredholm RAAR. - | 

3. 证 明 这 一 节 的 性 质 1 一 4 不 能 定义 关于 冶 题 +4y= 
-f(x), <r], y' A= =y o): 一 0 的 Green BH 数 。 RROD 
X Greet WRR ae A 

i) Gr ol, 0<tcay z<i < 1, 
ii) G tit = nhs ERN; aa 
iD, GQ) = G') #05. Oo TS ge Spe oF i 
iv), G' (x, et) = ~Gi(z, z Yay, 
nD GEHEG 0 
证 明 ; 用 这 外 广义 Grecn matek AHI HY Eredholm ji 从 
方程 。 

d. 考 虚 Sturm-Liouvile fA 题 [(l-2*)y']’tay = ~ 
f@, -1<r<i, y(-1) 5y BARB, TERA. A=045F 
KERER HEI PERERA ERR 为 go(r) =1/V 2 .证明 
本 节 性 质 1 一 4 不 定义 这 个 问题 的 Green 函数 。 如 果 v 是 
[Q-2*)v')'+4u=0 HM, A#0, v(-1D) Hv) 是 有 限 的 ， 


证 明 | ，4oodz=0。 由 于 这 个 正 交 性 ， 我 们 可 以 做 出 关于 的 
Fredholm 积分 方程 


u(t) =4)_ G(x, Du@et, 


KE G(x, t) 满足 o 
i) [0 - #2)G"]' ~ Ado (f) =0, -1 :1<7, rt Sls 
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ii) G E tx 处 是 连续 的 ; 
i) GUOD 与 G(1) 为 有 限 ; 
iv) G'(z,x+)-— CG, x j=-tf/a- PNI 
vy) Ga, )=G@, 2). 
试 求 常数 4 村 求 G (t,x)， 

5. EK (z, 妇 不 是 对 称 的 ， an Ke. DYKE, xc), FFX 
Fredholm 方程 vo =f; K tydi 可 能 没有 特征 值 。 证 
BA~4 K (r, t) =sinx cost, a=0, b= r 就 是 这 种 情形 。 

6. RK (2,2) 是 退化 的 ， mÆ E 


K (r, t) = | ate), @, 


ij Fredholm HE y(x) =F (2) af K (x, Dye) dt 能 用 代数 


方法 求解 。 对 于 N =2 h}, 试用 这 个 方法 求解 。 并 给 出 解 的 存 
在 与 唯一 性 的 箱 别 法 则 ， RATED RRA A dua - 


152 


AR Fourier 变换 
.8.1 Fourier 级 数 


”这 一 章 的 主要 目的 是 研究 Fourier 变换 ， 特 别 是 由 它 定义 
的 在 复 平面 内 的 解析 画 数 ， 并 考虑 它 对 常 微分 方程 ， 偶 微分 态 
程 与 积分 方程 解法 的 一 些 应 用 。 但 是 从 历史 的 发 展 吉 概 铭 形成 
MARK, Fourier 级 数 均 出 现在 先 ， 贝 于 读者 可 能 对 它们 
不 熟悉 ， 这 一 节 将 复习 一 些 关于 Fourier RRHMAEB 
设 1(#) 是 定义 在 := Kit 上 实数 ; t mA KE 
数 ， 且 以 2 AEM WB, APER ta, 
f+ 2ay=fO. ie 
定义 SLi” i fo MCAS. eR 
续 的 是 指 ， 当 且 仅 当 存 在 ~ 个 有 根 分 害 
4 一 <<< <h ee 
使 得 f(t) 在 每 一 个 开 区 间 te atta, R=1,2, 0050 Py Fe SE 
的 。 拌 且 每 一 个 极限 。 - 
im fE), hou LLMs am A i 


Ok lim f(#) 都 存在 。 


我 们 列 出 关于 逐 段 束 续 西数 征明 显 的 一 些 事实 不 子 证 明 。 
1, 一 MERTE Lab) HENE KELET E Be E k 
的 。 
“WL Come NS lab] 代表 闭 区 问 。 
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2. Ælle, b] 上 两 个 逐 段 连续 西数 的 和 ， 差 、 积 在 [4,5 了 
上 是 逐 段 速 续 的 。 

3, -ARRE [a,b] LR BRET [cb] ERR 
的 ， aes 
4, 在 [a,8] Miser eh BS EH 


| fads =z ie | fat, 


| 积分 EK findu, a<i<b Fete H Ae [a,b] EEN 
gi o 
定义 8.1.2. 西数 SO 在 [c,5] EA we Bee TMA 
Mo 当 且 仅 当 它 的 导数 "(1) E lab] 上 除去 有 限 个 点 外 处 处 
FEHB HE Lo, b) 土 是 逐 段 速 续 的 。 
如 果 是 在 证 明 SG) EBE IT [0,6] BH 中 一 个 分 
点 ， 则 ， FO 与 in FPO: RE. 这 不 是 说 f (2) 在 处 


的 在 导数 与 有 导 攻 存在 FRI AT 
roi - EA 2 
FH - f(t) 
ae 了 一 不 pe 
例如 由 图 8.1.1 aE A. 但 是 ， 如 果 Flt) ABEL 
逐 段 可 微 的 ， 则 极限 ae 
ADU 


lim 
IPART. 


“10, i 
sO) fle) pn», 
Reson 


存在 ， 基 中 OD ~ lim fO, fx) = Lia fO 一 
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定理 8.1.1， Q /GD 在 [a,b] LERE, N 
limf’ f(t) sin Ridt= limf. f(t) cos Ridtæð.. 


证 KAROE [a,b] 上 连续 ， 因 为 我 从 总 可 以 对 
FHNAF EN LRM RETEN. * 


刻 | 
b 5 一 -i i 
Í f(@) sin Ridt = -| “Her si Red, 
a a~ R 


afro sin Ridt= |" flr)sin Rrdr 一 g! Ka jinn Rrdr 
=- Jeg) rohina 


rhis af (Tsin Rrdr = -f (eB) Rrdr, 


R, 
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如 果 AD 在 [a,b] 上 连续 ， 则 f(t) RBR, Rie, T 
法 是 够 大 使 得 (r 5)- 16 |< ay 对 于 al 中 的 


一 切 z 成 立 ， 还 可 以 选 尺 这 样 大 使 得 Ean 其 中 IFC) 
<M HE [a,b] 内 成 立 , 所 以 


?| /ODsin Ridt] <> Me 


-o+ Set Wom": 


由 于 是 任意 的 ， ARER TEARRE, FAR 
限 可 同样 证 明 。 

定义 .8.1.3. f(D FY Fourier 系数 是 

ame Feos ktdt 5 &, = 二 | E 28 
k=0,1, 2+, PEK LEBEN Eo 

eke: BRO EI .和 |: tah Wy 

; i » lim o= im by. he BAO Geet 
证 ， 这 从 定理 8.1.1 THEW, 
定理 8.1.2. 如 果 FO) 在 [- 2,0] LBM, W 


ol” È (ad? t lbs) 
; k=1 

eR 

证 明 | — 
<f po 2 Èc onsets stof dt, 

of) ždi- af B fourmo} 
这 是 由 著名 的 三 PAPA RTE Xt | 
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eb BN 
a 


| cos mt cos nt=0, MEN, 
| sin mt sin ntdt=0, men, 
| cos mt sinnfdt=0, 


| cost midt= |" nidia, m=1,%,! 
得 来 。 于 是 我 们 证 明了 


doty $ Clay! + eDi A led aa 


但 是 这 全 不 等 式 成 这 与 # 无关， 所 以 ，: 我 们 有 Bese’ RGR 


dig >> (lel? Ibu neij OT 


seine T epem A NeRtt 
定理 8.1.8. WR f(t) 是 此 2x HAA A Ks A 
2 CE AF PK LPN MS N NT 
È lal ?+ 2 wo?) 
WC fike 
证 明 BASO 在 [- ， =) 上 汉民 则 有 
+ Bal? + wc relat, 


spee; . 
f pars an) z 


， 其 中 PE g feos kde aai, OETA 


HFG) 的 连续 性 及 周期 入， f(- x)= in), 且 


an= L|? FO coatedr ， 


157 


=[ Lf cos ki) za F sin ktdf= kbi» 
T —x IT JJ 一 于 


B= 二 | .Ap sin kfdt 


[70 sin = | f(t) cos ktdt= - hay. 
因此 ， | Fs 7 N 
È e losl EHRE BLD < L IO 
win Temes, < Pa 


ER 81.4. ARTO 是 以 2 Se LA BE 
EE EET R JERR RT RA > . 则 onelsr 级 数 


“a ae > (a, cos ki oe? sin ah) 


EERFRERA REKT. feoi j Ea ae 
证 明 ee eae 


则 
So- DE z (ay cos ht +8, nto) 


lr hee oski, Ki a 


kent) 


\ F: a e 


<3 2 fod? BD, ie 


1 ty Re na 1. a 
cp cp) tae B, 
tx h=ntl k 


‘5B 


这 个 不 等 式 是 由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 而 来 (参看 习题 
1.3.9)， 因 为 级 数 如 -让 收 然 ， 克 对 于 一 切 正 整 数 p 有 


es heat Fe aa 

这 就 证 明 了 对 于 -一 切 正 整数 p , M4 noo 时 ， lS ner = Sal >00, 

这 是 关于 Fourier BR—-RMREN Cauchy PJI, 这 就 证 

明 级 数 收 伺 于 一 个 违 续 函数 ， 但 还 要 证 明 这 个 西数 就 是 大 (所 ， 
FSS ES. A 


B + È Ca, cos kit b, sinkt) 


af" iW [4 + 2 cos k(t- r) jat 


il 


i" JORS È BCI 一 5 -4 jat 


1 gitA? ~r > 1 1 
af" f (0) Re | ee -去 ja 
rf CEE Gen Roe a 


T lane 1 a oor | 


sap erake zt- T} 


= t- si t- 
cos —5* 十 3 sin z 1 ve 
2 


li 

1 

i 

-一 一 一 ， 

-s 
~ 
9 
— 
a 

|! 


-Ajo 
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-| jen du 


27 一” 一 siņn— 
2 
1 fr sin a(t a 
= 二 | {t t) 一 一 一 一 
sia 


这 里 用 了 $C) 的 周期 性 ， 此 外 还 有 


1 = 
LL ro eg al 
2 
= 二 站 fay] 十 ens u+ cos 2u -+ + cos nu |du f(t) 


因此 ， 


sin(n tz) -du | 


sin— ， 
2 


S-O = | fut- 


z sin nudu 
sin — 
2 


= 全 人 [f(u+ - KOLES 


+ 二 | ate - fG) ]cos nudu 


fe ne PRB, HEA 8.1.1, HABARO 趋向 于 零 。 这 蛙 


MEOD AD Be HE TT FB 
[fat - f (4) eos 5 


im z 
oe sin 一 - 


2 
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~L 


A “cos 


sia Z . 


; [ft f(D eos 
T DA 
0 sin 

2 


u 4 
s ti cos 
siim | oes E /0 ] 2 =f, 


. woot sin Že 
2 


因为 已 证 明了 Lim Sn 一 At) ， 这 就 完成 了 证 明 。， 
推论 8.1.2. 如果 fO 是 以 2 为 周期 的 周期 桓 BL 
在 任何 有 限 区 间 内 是 速 续 的 与 演 段 违 续 可 微 耸 ， 风 
Bly $ qalt DE|", FOL dt < 
证 明 根据 Fourier AB KKF AOD 的 性 把 ， 可 用 
工 /(D 相对 然后 逐 项 积分 。 


定理 8.1.5. 如 果 fi) 是 以 28 为 周期 的 周期 两 数 ， 且 

AK MM SRM AHS, Ml) Fourier AKF 
FIOO]: : 

证 明 “我们 设 画 数 除 在 Lanz, n=0,1,2" A BA 
MERE EIR AAAS FERE EE, 把 此 扒 证 稍 加 推广 ， 对 
于 已 给 周期 内 的 任意 有 限 多 个 间断 点 ， 定 理 同样 可 证 。 

TEES | 

F=f- [f(ot) - FOOD 1¢@), 
此 处 g (8 是 周期 为 27 的 周期 画 数 且 在 [ ~ rr] 内 定义 如 下 * 
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g= <0 . +=0, 
(nt), — 0<tKa, 
现在 gG) 除去 +=0 RAM, E t=0 kh — ARE 
1. Bagh FO 是 处 处 连续 的 ， 这 是 由 于 
lim F(= (07) +L — (OO) = FO) + FOOD), 
lim F (= ft) =li — f{07)] = 去 [7(09) +f(o-)]}, 


too? 


FEB AREA MEREK S BTL, FA A Bb oh ke KF 
它 的 Fourier 级 获 。 如 果 能 够 证 明 gO EA RK TE 
Fourier 级 数 ， 那么 我 们 就 证 明了 {U AE 续 时 上 收 就 于 
{Wy 并 且 在 它 的 间断 点 收 钦 于 a 


FOy= Lifer) + f(07 ) 1， 


换 句 话说 ， te fd) KERETEK Fourier 级 数 收 APE 
的 左 极 限 与 右 极限 的 平均 值 。 剩 下 的 是 证 明 : 90) 有 一 E 处 处 
BATES Fourier 级 数 。 

a 


cL" ot) cos htdt 与 由 = 二 9 sinhtdt. 
Jo lw TE J eer 

ae? Gu) costed Ll paadi 
. Ek A I i maY à CH 


al 


= g{— t) cos ‘Atdt + 工 | g(t) cos ptdt= 0, 
ly 
k=0,1, 2° 
162 | 


l fo x : 
di= 工 | of sin ktdt + 二 | a) sin kłdt … 


= -Lf gD sin etdi + 二 | oo se 


= 二 | he ‘gin a tdt =<, 


,于 ah : B= 1,2,8, 0+, 


于 是 9 的 Fourier 级 数 是 +H sinte, 运用 简 g 
法 可 以 证 明 它 是 收 詹 的 ， OMEN EMT IO. 
考虑 GD=9() 1 -cost) ERA Ab RH, CH 的 
Fourier 级 数 在 每 小 闭 区 内 一 致 收 钴 于 它 自己 其 系数 为 ， 


?= 二 人 GO coskidt=0, 人 -01)2， 
amf" g (Ð -cos tsin kidt 
= 二 gDsinkidt 

1 


ae he 9 (4) [sin (k-+1)4+sin(e-1)t] dt 


Sdi $ (din tdi) R=1,2,3,4,.…, 
在 这 里 我 们 已 假定 do =0， 7 2 
AN S,= È dy sin bt, 出 
(] ~ cosf)S,~= Bac -cos t) sin kt 
. | Re er Bae 4 
= È o (dysit dy) |sin Rt 


A 
1 二 
ta Di sin nf _sin(n+ Dt 
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此 处 o= È; ô sin ht， 所 以 
k= 


ler -G| + 
IS,- 9g (| < 委 一 


a eer ae 
+f AR te +amx, m=0,1,2,° AT 由 于 当 ?oo 了 时 Cn > 
Gt), W lim $a=g (t). 当 t=+t2ma, m=0,1,2,°" If, 对 


Fy k, sinkt=0, Aik, 
Sa (+2ma) = =O O=lim $, (+2mr) = plane: 


这 就 完成 了 证 明 。 
定理 8.1.6. IO 在 [ 一， x) 上 是 逐 段 连续 的 ， 则 


a=" f(cos ktdt 

TE 一 下 

与 已 = 工 | fC) sin ktdt 
Et- 


te AEX Fourier 级 数 wj (a, cos kt + ba sinkt) 可 以 
泛 项 积分 ， 序 是， 积分 了 的 级 数 收 钦 于 

| fdr, -reten. 

证 明 | 


a {f+ NA) 十 È St singt ~ Ph cos pp re). 


Sie, EPEK GO=| fide -和 (t+ 了 .很 清楚， 
GW) 在 [- r,z] 上 是 速 续 的 且 逐 段 连 续 可 给 分， 因为 
G' (t) De 
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mE G(-r)=0 与 
G(x) =|" odes ako. 
: | 


G (t) = —9 + È (a, cos ht + Ba sin kt), . 
此 处 对 于 N 


ax= 寺 | G (HD cosktdt 


_1 G)sinkt |" 1 
= Ga sinkt |" -Lf [ro- A Lo |sin ktdi 


br 
PER 


poi’ G(t)sin ktdt 
Sm ` 


I 


eet + Ho ~ £2. eos kidt 


-1 
E 


GD == 29 5 (Shs: -ba ) 
(+) > +% z Sinkt - z COS kt š 


1 a 
(far wo Ch) " 


i 
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ss fede 
<a t+) + = (全 ce pt- in (= y b.) : 
就 证 明 形式 地 积分 的 级 数 收 多 于 | fdr, 注意 ,此 结果 
与 形式 级 数 收 软 与 否 无 关 。 


习 题 8.1 


1， 命 了 (0 是 以 2L 为 周期 的 周期 库 数 ， 它 在 [~ 上 , 荆 ] 
EZR, HLS ZR EAFA. EA 


HEYFED 00 kat katy) 
. 5 5 AG cos T +, sin- T at), 
这 里 


df, 


“= 二 | f(#) cos- hai dt, b= 7] sO sin at 
2. # f@) 是 以 3 为 周期 的 周期 BR. EEL- L, L 
EZR, LARGER. TE 


Me 


KANU AMMEN BR, LEE T—L LT 
ERE, HARBERT, Bef) Bayt ee 数 ， 朗 是 


ft) _ <= > Rnt 
3 B bsin 7 一 ， 


其 中 
1€6 


LO 
b= ARO sin Bitat, 


4. IORN AANA E EEL- L, L] 
EEEREN, FAR BUR SH. HFG) AAH 数 ， 
a F(-D =F). eA | 

LOY +I) Do cos tt + 


2 


其 中 


i 7. FO cos Brt as, 


5. Fi) =t, 0O<t<a, RAT FM Fourier 级 
数 且 在 区 间 0<t<r do i 

(a) ”只 合 cos hi 项， 二 0,1,2,… 

(6) Asin 及 项 ，kR 二 1,2,3,*…; 

(c)” 包 会 cos 2kt 与 sin 2kt 项 ，k= 二 0,1,2,*"*; 

(d) 包 合 cos ht 与 sinktW, kh 二 0,1,2,…. 

+ 二 0 及 t= 时 这 些 级 数 收 钦 于 什么 ? 

6. ERR, WÈ fa) ee ad 
阶 与 二 阶 导 数 ， 则 除去 AC) 的 间断 点 外 它 的 导数 可 由 它 
Fourier 级 数 逐 项 微分 计算 出 来 。 

7. WH, WRO 是 周期 的 且 有 直到 (n ~ 1) 阶 的 违 续 
导数 与 逐 段 连续 的 = 阶 导数 ， 则 它 的 Fourier 系数 具有 如 下 
性 质 : 

lim k"as — 0, lim kbs =0, 


8.2 Fourier 积分 定理 
在 习题 8.1.1 及 8.1.2 中 知道 如 果 f (DLA aL los RA 
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B% EEL- L] LÆRES, BARB GR, My 
[OAI Ho tt, 
i 2 k =—co 
其 中 | 
eet” ie T di; 
-L 


把 Ck RAER, 有 
{@*) 上 FE) x: 


=f Ofer? ae, 


如 果 f (4) E, 则 我 们 不 能 希望 对 于 一 切 ! 值 可 用 
Fourier 级 数 表 示 它 ， 然 而 ， 作 为 纯 碎 形 式 的 方 涂 可 以 考虑 当 
侍 周期 工 趋 于 无 劣 时 的 指数 形式 ， 售 

zi 一生 与 Gow Oma 
则 


[人 =: >> A l Foe tde jen (Enr ~ 4) 


T 二 一 om 


1 o . 
2n Gip ezzhf A 
Von 2, {x Th. 


当 上 co ht, Aro, WRAAE, RNAS 


IEOU ee 
2 Van 


| co emda 


=+ | | e deaz, 
这 是 Fourier 定理 的 形式 叙述 ， 现 在 我 们 对 于 相当 大 一 类 函数 
严格 证 明 它 。 
我 们 从 证 明 一 个 重要 引 理 开始 。 
引 理 8.2.1. MES) PERE AERA RR 
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PHBE eC |” Olat 存在 ， 则 
limf fato SHAE dr = ZEHA] 


其 中 了 可 以 是 有 限 的 或 无 限 的 。 
证 明 先 就 了 为 有 限 的 来 证 明 。 分 区 间 为 四 部 分 ， 有 


上 fOr) Sinks sin Le 
sf ft) SARE ars e fds) SORE yr 
=f T 一 上 E 
+) f+ T) Sin Rt jr + [f+ T) sin Rr de, 
0 T 3 T 
=| fe- r) Sin RF Ge 4. ice T) Sin Re g 
a T 0 T 


ý sin Rr PRE sin Ar | 
十 | yet+a Me 十 [ra t) — a, 


我 们 又 有 如 下 关系 : | 
. sin Rt a ae eS: _ a 
re lee es 

故 


Limf fate) RE gr - ZIE] 
R>od-T T 2 


= lim| HD sin Rrdt tlin| LE+2 sin Rrdt 
Rood] § Tr i Ra ó T 


人 Rrdt 


+ lim 
0 T 


ro 


| Ler sin Ride 


0 


+lim 


Raw 
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HER 8.1.1 这 些 极 限 每 一 个 都 是 需 ， 在 前 两 个 中 用 到 洞 数 的 
APSE. FLD} BI Seco Be HE. A 

考虑 工 =eo 的 情形 。 我 们 只 需 注 意 对 于 充分 大 的 S$， 对 
于 任意 €>0， 有 


(=| Losin RE at" oldtce， 


si 


E Jat <| Val ate. 

定理 8.2.1, Fourier 积分 定理 m f(t) 是 RBBB 
并 且 在 任何 有 限 区 间 有 一 个 逐 段 过 续 的 一 阶 导数 ， 命 (9 是 
绝对 可 积 的 ， 郎 |T Oat 存在 。 则 


LOD SLED LA" [fendzar 
这 里 对 于 zz 的 积分 是 在 Cauchy 的 主 值 意义 下 。 | 


证 明 首先 注意 | VO mde = 全 Wl de<eo. 


f Os sin Rt 


sar apa |” JO de HE 【[- R, RI A rte Pa 
Hipi FSR BE 8.2.1, 得 
lint f" á ie fede dz 


Roe 20 


“eee sol de 


Race Zt 


R= JT | 


ore (i +4) i == Lise +i]. 


Rowe IT 
Fourier 积分 定理 可 以 写成 如 下 形式 ， 命 
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G(x)= zl fir) e dr 


y f(t) 的 Fourier 变换 ， 则 如果 fl) 满足 定理 8.2.1 的 i 
设 ， | 
F> + f(t) fs 1 ie Prd 
MIME 1 Gee ‘dz, 
如 果 f(t) RAAF Uf] 表示 Fourier 变换 ， 则 
fD=P UNF FT}, 


BP) 表示 道 变换 Var he Gaede, 


例 8.2.1 Rf) =e W fy Fourier 变换 并 在 这 种 情形 
检验 Fourier RAUB. WRK 
e's, to, 
ft) — : aa i w. 
e~, E20, 
所 


1 0 a i o a . i 
Gt } = 到 一 | etl Fed ty 平 | Atiz) jg - 
四 27 d-> Van 0 


one “oe (te t- Tt ear ately de T+ 
在 此 情形 下 ， 我 们 应 用 渔 道 积分 法 求 这 个 变 H AY io 首先 考 
M E>, W 
TE: re oe dx lint) Erd. 
其 中 c 是 图 8.2.1 PRN. 在 z= 处 有 一 个 简 4 极点 ， 
fa tHE ERA Rc WYP ASRS, 
留 数 定理 
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a 2=Re%, 5 Rc 有 时， a 

n . i cos +iR sinag). F R 
JE ie tR aO Rendo < i 
对 于 <0, 我 们 选 到 在 = WZ PPADS, MER AL 


分 给 出 道 变换 的 负数 。 Bie, BORA ER AE ani fone’, 如 
At=0, TARRI + 部 


二 oti =g -= 
dr tan zj 1. 


y 


alae qi m i ee Np w 


fA 8.2.1 


定理 8.2.2. 如 果 f(t) 与 9 (四 是 满足 定理 :8.2.1 的 假设 
的 两 个 复 什 画 数 ;并 县 有 相同 的 Fourier 变换 ， 则 这 两 个 画 
数 在 任何 有 限 区 间 中 只 能 在 有 限 多 个 点 处 不 同 。 

证 明 : 由 假设 


= = —ixt aes Wen oe —ixt 
G(x) se |_ime dt = [oDe at, 
六 且 由 定理 8.2.1 
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f@*) tre ) gf) $ g(t) “TE | G(x) edz, 
ESO 与 g(t) BAMA, (Oo, Feeley R Bia 
内 只 能 有 有 限 多 个 点 而 在 这 些 点 处 FE) 或 g(t) 是 间断 的 。 在 
这 些 点 处 ， 并 仅 在 这 些 点 处 ，f (1) 与 9 (的 可 能 不 同 。 


一 后 


习 Æ 82 


1, REA fOe, feo; FH =0, <0, 的 Fourie. 
变换 ， 其 中 a >0, HIRD te RAK, E 意 变换 
不 是 绝对 可 积 的 ， 虽 然 它 是 平方 可 积 。 


2 r? 


证 明 Aenea 
试 证 ， 如 果 SO 是 实 的 并 且 满足 定理 8.2.1 的 条 


LOVEE) Ll" f(xjcos tr(t- xT) drdr. 
2 m JO) —o 


WR 了 人 是 偶 画 数 ， 证 明 


LAHI) = 2 [eos it [7 (mcos rrdrdr. 
2 Jo g i 


如 果 AD 是 奇 画 数 ， 证 明 


fH) +f) _ 2 {sin tr {fx) sinzrdzar。 
2 zlo 0 


注意 2 人 fCDcos ztdt 时 做 Fourier fe a EH. 而 
V2 {"faysinatat 叫做 Fourier ERER. 


a 
8.3. 4 Fourier 变换 
在 Fourier 积分 定理 中 我 们 是 与 绝对 可 积 的 画 数 打交道 ， 
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a) 人 Ol dto, 这 是 一 个 相当 产 格 的 限制 ， 它 意味 普 ， 
Bilin, Hi. sint, cost, e? 等 竹 男 数 都 没有 Fourier 变换 ， 
在 试图 消除 这 个 限制 中 我 们 导出 Fourier 变换 一 种 推广 ， 把 变 
换 看 成 是 复 变 量 2 HN 

考虑 一 个 复 值 酌 数 S/O 它 是 过 续 的 疼 且 在 任何 有 限 区 间 
内 有 逐 段 违 续 的 导数 。 设 g (1) 二 es'f(t) 对 于 某 些 2 是 绝对 可 
FAN. Ml ar | 
gt) = ee gear 


oo 


cf 的 = 站 | etl” foodards, 
ft) =" gittztyt) 上 frye "8 drdex 


=i tel” fæjetdrdz, 


这 里 在 > 平面 内 的 积分 是 河 着 直线 x+iy, 其 中 yy 固定 ， 而 
~co<T<oo， 它 使 得 f(t) ev! 是 绝对 可 积 的 ， 更 一 般 地 ， 有 下 

定理 8.3.1. R/C) 2 SRK, CEE BUS 
My, ABA AR Xe -P RRB SH, 1k f(t) ert 
对 于 某 些 实 值 ? 是 绝对 可 积 的 。 则 

ti =f" etl" Fe) eirsdrd>, 

这 里 在 复 平 面 内 的 积分 是 沿 着 直线 x+iyY，- co<z<ce。 

我 们 定义 fC) 的 Fourier 变换 如 — 

GO) acral fede, 


oo 
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WR FE) ARE B.S LAR. Me ae 
Fatt) ee ) ey [77 ec 人 az 
其 中 ?为 某 实数 。 
定理 8.3.2. 设 f(D £-BREBH BRE 49 
DI Ke, KiK, 
5 FOM, —ooct <0, ax<b, 
则 对 于 el gl2<b, fH) 的 Fourier 人 cA Bey 
一 个 解析 两 数 ， 又 


= ef mo 


—e+ip 


证 明 这 是 例 4.9.1 的 结果 。 由 定理 4.9.4 


, " OC mire 
Orde „del? TS 


=" ~ icf (x) ledr. 
08.3.1. BRIO ssinwt, 0<t<co,o>0 fi) =0,_ 
~ot HA Fourier 变换 并 且 检 验 道 变换 。 因 为 f(D| <1, 
O<t<oo, R UM) =0， -oo<t<0， 我们 可 取 b=0 与 
2 一 -co。 因 此， 变换 对 于 - ee 所 六 (zz)<0 是 解析 的 。 
sed (Mf a ee Nema 
AS Ri 2i Je a 
1 1 f 1 )= 1 seals 


2Van\o-2 otz! Van w 2?" 


ER E ggg -2) 在 扩充 的 z 平面 内 除去 2 一 士 吕 外 都 
是 解 术 的 。 因 此 ， 这 个 西数 是 Foarier 变换 到 平面 的 其 余部 分 
的 解析 延 拓 。 命 ?><0， 如 果 #2>0 用 力道 积分 计算 。 
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1 (7t weit | oei! 
P 了 Az = | 一 -一 —— 网 
2 lee 人 ”一 一 au on ie 0D2 区 
这 里 C 是 网 8.3.1 中 的 围 道 。 
p 


-s eo — = us ee wajan aam me 


=--f--- ~~- M 


Sa x 
~Rtiy iy : R+ir 
8.3.1 
FLA APA, TS BERBERA? em AY BAS TE 
ReTASH MBM ih, HARER 


1 aotiy meiz eink me! meie! Shes 
| ree wo ie dz=i( ia 20 ) sin of 
EPAR z=iy+ Re" L, 0l ar, H 
leit] = ler? gith (cos 8+i sin @) | se Yt gtk sin fi ore 

因此 ， 在 围 道 的 这 部 分 上 ， 当 Roo 时 ， 

; 1 oe 2 oer aR 

sel ete |<" eae. 
如 果 tO 我 们 用 在 > HATA Pea. AAA ee A 
HARARE RA o LEPA miy t Re, zz 0 2r E, 
当 R> h}, 


Ee —yt : 
ele <A the are 


“pl 8.3.1, AHEM, X TEA <o 反 演 可 以 实 
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行 。 换 童 之 ， 不 和 营 在 下 中 平面 中 用 什么 样 的 平行 于 实 轴 的 谍 线 
作为 积分 围 道 ， 逆 变 式 给 出 原画 数 ， 是 不 奇怪 的 因为 ea) 
对 于 任何 负 值 y 是 绝对 可 积 的 ， 所 以 入 车 它 是 负 的 由 定理 
8.3.1 RRMA T v . 事实 - 上 ， 对 定理 8. 3.1 能够 叙述 一 
个 明显 的 推 沦 。 
推论 8.3.1. ik (1) 是 逐 段 速 续 的 并 且 在 任何 有 限 区 间 
内 有 一 个 逐 段 违 续 的 导数 。 设 | 四 | 之 Ke *!，0&t<<oo, 及 
ID 和 和 Me， -oo<t <0, ab, W e'F 对 于 oa<Cy<5 
Ae TAN, HEE O 的 Fourier 变换 的 解析 带 形 域 之 
内 ， 反 演 积分 能 被 沿 着 任何 直线 tiv, -co<e<oo 计算 。 
现在 我 们 能 提出 如 下 的 问题 如 果 RE RE 
<i] (2) <b 内 定义 的 任何 二 数 G(z) 解析 ， 怎 么 知道 它 当 一 
”个 Fourier 变换 ? 显然 ， 我 们 需要 比 在 带 形 域内 解析 的 条 件 更 
为 多 的 条 和 件 以 保证 画 数 是 一 个 Fourier 变换 。 我 们 能 为 于 得 到 
FHM Fourier 变换 的 必要 条 件 。 
EM 8.3.3. R/O 在 任何 有 限 区 间 内 是 逐 段 过 续 的 。 
命 DKK, OKL, fD] KM, -co<t<co， 
a<. WG) = Fil” Fedde RA 
a<p, SI nl) pach 
内 是 有 界 的 。 
证 明 
CO) a eer oat + |" eat 


ee | K M 1 K M 

->l Hle : 
定理 8.3.4. KIO 是 连续 的 痒 且 在 任何 有 限 区 间 内 

有 逐 段 连续 的 导数 。 命 IO SK, FOKKE e", 
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0<t<oos [f(| Met, DISMe -coc<t<co， 
dLa Cbo, WERTER oI) <h 内 > AN Me A 
GO| <N/ lzl， 

证 明 ， 在 假设 下 ， 户 () 的 Fourier RETR 
aL Inl) <b 内 是 解析 的 。 在 此 带 内 可 分 部 积分 如 下 : 


A oie 
HO) veel (erat 


->= - Ei O) e”' (eos xt 2 i e ri)et 


~ytix, 
W2 r 


We 


| faer (cos xt ont dt 


“ae ~iidt=izG 
= feats: (2: 


HRERL], G< 内 ， H(z) EARN 因而 有 一 六 使 得 


HKN, 5 GO)! oo | 


l 如 果 对 于 使 arb 的 某 一 ;能够 计算 反 演 积分 ， 则 有 有: 
f 0 ae Sa GE) ae 
Prd Ott d] 
因此 我 们 能 够 研究 f(z) 的 性 质 与 计算 ， 如 果 TERN, ENS 
Fourier 变换 “ 


G* (z) =f, fed 


MR G*z)=G(z), WG) BA-RRN Fourier 安 换 ， 

SOE AREA REE ARS PSOE. 
在 另 一 方面 ， 如 暴 我 们 建立 已 知 责 数 的 一 个 Fourier 变换 

表 ， 则 我 们 对 所 给 画 数 能 够 查 表 。 如 果 在 表 内 找到 ， 则 我 们 知 
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道 一 个 已 知 画 数 的 Fourier 变换 就 有 了 。 在 下 --- 节 中 我 们 将 进 
一 步 研究 Fourier 变换 的 性 质 并 且 动 手 建立 一 个 已 知 Fourier 


习 8.3 


1, MAR o- l 的 二 Fourier 变 炳 并 证 明 包 car 
1s ep <1 ae 
ATA, FFARR HERRERA XK. 
2, RR u(coswthiM Fouriera, Jor Fotu (t) =1 
而 对 于 1<<0 Rf u) 二 0， 证 明 对 于 /,,.(2)<00 变换 是 if 析 的 。 
i i ERa < 


s t? z? 


3, 证 明 e 2 的 复 Fourier 变换 是 e 2) 


4, it G(z) = -ys 对 于 r>0 与 ?<0 计 算 


rotir ` 
z= es ， 
N -tir 


解释 其 结果 。 

5. BGO WF al, (2)<b BATA. BEBE TE 
的 o 与 po EAB OS <I Leb 存在 - NBA GE < 
X, mmk Sh Goeide PWR << 8 
j= | V2 x dtir . 
WED 存在 的 话 ， 则 积分 值 与 无 关系 ， 只 要 它 满足 相同 的 
不 等 式 。 | 

6. LEI NF a BAR DIF ECON, 使 得 
f(t) 一 0， ii] 


Giz) = =f fect izidi 
称 为 音 边 Fourier 变换 。 如 果 f(t) 是 逐 段 连续 的 H RE 
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ff) Ke” O<t<oo, W GOAS EERE /, (2) OW 
是 解析 的 。 { j l 


8.4 Fourier 变换 的 性 质 


在 这 一 节 里 将 讨论 Fourier 变换 的 一 些 重 要 性 质 同时 建立 
已 知 丁 数 的 变换 的 一 个 短 麦 。 

定理 8.4.1, Fourier 变 式 是 线性 的 ; HW, ME AOH 
SaD ERTER a<n aE 内 是 两 个 具有 Fourier 变 式 的 解析 


wk, Fhe 与 cz 是 任何 复数 ， 则 
. Flefi tefal SaFIhilteaFIha]. 
证 明 


Flesh +eafs] -A lat (E) 十 ca (4) Je dt 
“via fi @eiztdt 


C2 itt 


=a Ff, ie Fife). 
29.4.2. WR f(t) 是 一 个 具有 一 个 Fourier 变换 
Fl f@ BK. WEI G-2l=erF FO). 
证 明 


“FIG- Di /tr)eidt 


=- 元 一 | flue? *Od y 
HN 


A DAT. 1 = ize 


=e AD. 
定理 8.4.3. if) 是 具有 Fourier SEAT — hie Be 在 
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TB aT (2) <6 内 解析 。 命 天 是 一 个 关 0 REM. ME 
K>0, M PLf(K)1=Ce/K)/|K 在 带 形 域 Ka< yn(z)< 
Ko AR, KRKO, ME 在 带 形 域 Kb< 7,(z)<Ka 
内 解析 ， 

证 明 


PLAN 二 -| KD edt 


一 


ğ |K! em ro Til, Kudu 


Tre(k) 


如 果 @(z) 对 于 al, (2) <b 是 解析 的 ， 则 G(2/K) 对 于 a< 
LAD<by 或 Ko, )<K6 (K>0) 内 是 解析 的 ; 或 在 
Kb<i,(2)<Ka (KK <0) 内 是 解析 的 。 

定理 8.4.4. Bef (t) 是 连续 的 并 且 在 任何 有 限 区 间 ware 
BEN BH. EIO] KK”, |f' it)’ KK, 0<t<oo, 
OTS Met, fO] KME, ~ 00<tK0,0<6. HFIS] 
FUP MER a< In b AER. KEP =i2F [f). 

证 明 ERR aLI (COA, BAFI EEHEHE 
分 部 积分 如 下 ， | 

PE feat 


= f K {cos xt —isinat}dt 


= f (Pe (cos rt—i sinxt)dt 


= peradt=i2F [Ff]. 
2m -e 


定理 8.4.5. W/O, K=0,1,2 7, n-1, RRN 
HOHO RERA 续 的 。 命 JOO KK, 0<t<oo, 
JOH KM, -<t <0, K=0,1,2 n, 则 FLFO] 
=(iz"FIf] 

证 明 由 定理 8.4.4, 

Pf] =izF [fC] = Gz)? F [fe ] == (iz) "Ff. 

定理 9.4.6. i f(t) 是 逐 段 速 续 的 并 且 满 足 If] <. 
开 e，0<tCeco，1fGDE<Me，- co<t<0，o<2， 则 在 
带 形 域 aLI Kb A, 


JT FIf]= (CDF, 


n=1, 2,3, "o 
-ERB PSI PRA 解析 的 ， 因 而 我 们 可 以 在 积分 
号 下 微分 所 需要 的 若干 多 次 。 故 


= 了 


d : Ae 1 č f - —izt —fles ee ? 
FoF l= DD ed) FIFO), 


d? ee a ee ee itt Jii fii 
FaF =| DY We dt (FF LPO), 


等 等 。 
定理 8.4.7. HIO 在 任何 有 限 区 闻 内 是 逐 段 连续 的 。 
tr h(t) =| iidr. ®WAOH AH = 大 满足 定理 8.4,4 的 
Riko WRlAJ=HP[ffiz. 

证 明 由 定理 8.4.4, F[f]=izF[f']=izF[h], 

在 定理 8.4,4 45 8.4.7 BR aH thes ke 5 RD — 
数 的 变换 结果 , SE ATR HAR, BND AE RR A iz 
的 效果 。 依 照 变换 ， 于 是 我 们 用 代数 运算 代替 微分 运算 。 这 在 
解 微分 方程 与 解 积分 方程 中 是 根本 重要 的 ， 在 后 面 应 用 中 将 会 
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知道 。 TAS 

在 Fourier 变换 理论 中 有 一 _aae mae WRG. ¢ it 
f(D Holt) BRBMEMHE 满 足 不 等 式 O KK, 
19 (| EKe™™, (<io, If H] KME, 19) < Me, 
~oo<t<0, ab, WMA—hr, Wha<r<h, ee fH. 
Beta) 是 绝对 可 积 的。 命 


n= Ef gd 


=- fgl ddr, 
BAM ACH) Hy f-59 BIBER, RA h=feg. BA WEH eh 
是 逐 段 速 续 且 绝对 可 积 的 。 a hy Ktct, 为 一 区 间 ， 在 此 Kë 
F(t) BE AY, 如 果 需 要 的 话 我 们 可 重新 定义 (fi) 二 (1) 
5ft)=/GD. 现在， 对 于 此 Rhys, etf- r) 
关于 + 是 一 致 有 界 的 。 设 en ft -可 | <N， 则 由 于 
eht) = fd -regln) dr, 
与 : se 


[Tes Fae Ole la@l dren | e lgl dr, 


PEB BELL, e ADAT h <i<n RH 的 。 但 
是 对 于 使 (在 其 中 连续 的 任何 有 限 区 问 这 个 推 证 可 能 志 复 。 
为 证 er 续 罗 是 绝对 可 积 的 我 们 推论 如 下 ， 


| Tar ROl digli err |g(r) | gra Vas)! Hi 
-R f ; ‘Vor 一 2 -R : . 


<f ele [T erfa] dude 


<7is) .lo del” e If 0} duco 
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取 变 换 我 们 有 | 
Fleth())=lim | 全 elf (Ere g(r) eH drdt 
Rem2 H J—RI 一 = : l 


=lim 4| egl) E e-f br) en! dtde 
2 xv Jno -R , : 


r+ 


. PEA 
tim t f e" g(r) eer] ef (uje"'"“dudr 
2% Joo —R-r ` 


-| eo edr 


=Fle'g())F lef], 
这 里 方程 对 于 a-r<l,(2<b-—r R. A EUR Ge) = 
FUHR aI nl) Kb 是 解析 的 ， 则 


Fle (Olan Al Ft} eT Ctd =G ie tir) © 


Z enfe du 
Fa 


WF acl, (2+ir) <b ERIH, BMa-rCl,(2)<b-r, i 
做 平移 zctir>z 后 ,我 们 有 方程 FRI=FUSIF [og] 对 于 
el, (2) <b 是 正确 的 。 这 也 证 明了 Fl 4) 在 同一 带 形 域内 是 
解析 的 。 

我 们 举 用 个 例 说 明 如 何 运 用 这 些 性 质 及 决定 初等 丽 数 的 变 
换 灯 结束 这 一 节 。 

例 8.4.1. Beet) =1, 0<t<oo R u(t) =0, -cot £0, 
WE 1, (2)<0 时 


1 E — f 
E — -| izt 和 =—, 
[ul 过 ee TEEF 


Pa -i/V Znz 除去 z=0 是 解析 的 。 故 它 是 F lul 对 站 而 的 
其 余部 分 解析 延 拓 。 用 反 演 税 分 反 转 变 换 ， 必 需 取 <0. FA 
Be ut) E fi By Bia BK 
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例 8.4.2, 设 / 日 =w(D 如 ，m 是 -个 正 恬 数 。 则 - 
FOH =u nln -1) (n- REDE, k=1, 2,3, =, n; 
MRLN, SOO 有 是 连 续 的 并 且 /中 (DD) 一 nlnG) 是 逐 段 连续 。 

故 由 定理 8.4。5 
FIfo(D]= 已 at]= SSL = (2)'F fl 


2A812 


FU = PIU] = in 


例 8.4.3. 设 f0)=u(t)et!:， 则 


a a= 


E Ini- Rk Wo 
Bi 8.4.4. WhH)=ut-ce*, ki 
f @) =u — re Mek = eo g(t —1),. 
这 里 oh) =wu(t)e%。 于 是 由 定理 8.4.2 与 例 8.4.3 
$ 2s B i eeii 
Fif|=e"Flot-2) |= eee, 
例 8.4.5, HPO = 二 w(t)coswt， 我 们 有 
uD sinwt =w] uleoswrdr 


并 且 从 定理 8.4.7 与 例 8.3.1， 


F [u(t) sinwt] “aT -rr = ZF [ult)oos wt], 


1 
Var i2-k’ 


所 以 ， 


F [luttecos wf] = a es 
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例 :8.4.6、 RSH =uldecos mt。 则 


F [f] = 二 -| cos cote t Atid dt ; 


=F [u (t)cosOt ,pti 
| (k+i2z) 


Won w?(k+iz)?° 
例 8.4.7. Wf()}=tult)sinot, TEME 
gt} =u(h) sinwt, 


出 Flg] -i eo 村 由 定理 8.3.2 


io 


_ 2izea 
ON aot are 


ABA. BIS |= ty KE oH) =0. 


试 求 /0D ， 我 们 知道 已 -| Laver) 及 


aes 1 ad, —— 2 
E | gray 2sint. 


BA, BRD A ` 


Et ley! = -iV 2r ult) [sing -r)dr 


= ~iW22 u(t) [cos(t—r) ]§ 
= ~i 27ru(f)[1 ~ cost]. 


另 一 个 方法 是 属 开 -7 为 一 部 分 分 式 


186 


1 E 
TEA le GE T 


© i eek 
ea oF 
由 变 式 的 线性 性 质 
pee ag. 1 1 ,1.1 
Flt Sate sal 


| cane iV 2 (t) | -er + e7tty | o 
= -iV Zaut) [i -cost). 


习 题 8.4 


1， 证 明 Furs Fat) ses ao, 及 ae 


"(iz Teas 
TERGNT 7 2 的 解析 的 一 支 。 | 
By RR F{u(t)cosh ot] 及 F [u(t) sinhot]) ` 
š RRF [u(s)t sink wot] 及 Ffu(t)rcoshot], © 
BOR [u(t 一 fen， 其 中 | o o» O 
WORF [ult =r)ter sin òt], 其 中 zr>0。 
设 /GD =0 HFC MRIO, WME 


T=: 1 ne 
file z(z*-1) (2? +1) 


a n mw 
. « . 


MY Tie 
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8.5 常 微分 方程 的 解法 


在 这 一 节 里 我 们 将 考 央 Fourier 变 式 的 方法 对 有 解 常 微分 广 
程 的 应 用 。 考 虑 常 系数 线性 阶 微 分 方程 。 


-iy 
二 一 区 十 "二 a oy +o =fb, 


假设 /0 有--Fourier 变换 F[f]， 于 是 取 方 程 两 边 的 变换 ， 有 
[asin "4a Giz)" ++ +a, Giz) +aolF [Iy]=F[f), 
XE, Fylki yty Fourier 灾 换 (如 果 它 存在 的 话 ) ， 故 
Flys 
这 里 P(D) =0,D" +0, D" +a D +09 BRA RENN 
算 子 。 让 我 们 假设 1/P(iz) HWER 


g(t) = A 


i ee ae 
veal i BGA 
BBR fi | 
ve bg ta pa 1 fo 
yD =|” fot rdr. 


如 果 用 这 种 方法 能 够 确定 一 个 画 数 y(t) ， 则 我 们 容 为 检验 它 是 
不 是 微分 方程 一 个 解 。 或 者 ， 可 以 采用 下 面 的 定理 ， 
定理 8.5.1. 设 7 了 (9 是 一 个 能 应 用 Fourier 积分 定理 的 连 
RK, Har GC) =F IS] E RR 形 域 <I, (2) <b 内 是 
解析 的 ， 设 P(iz) 在 此 带 中 没有 零点 ， 命 
7 =| ede 


对 于 满足 a<r<8 的 某 个 + AT t Bokko m 


= 1 watir 人 (ZJ)etzi 四 
y(t) Teal eee Pua 
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wi 


是 微分 方程 
Pi Djy=f 0 
ER 一 个 解 。 
证 明 ”在 所 给 假设 下 
1 otir G (2) et 
z- Bs Trp a 
关于 t Rik MATUTRGS PRE 微分 ， 且 
or [a Gz} +a |G (2) e'7? 
Fe omc, ee Ba odt 
同样 ， 高 阶 导 数 存 在 并 且 有 


ootir Piz) G@(z) gtt 
n ma ~ 


ay Dyt+ao 一 


PD) eee 


Sy «ll sere tzi re | : 
= Vhs) Geayetde= f(b). 


fil 8.5.1. ite LAL Ria Eo"! , KHL, RES 


aa 
He BEM JB BR kib Ea OE RG= 


F[f]= Ve EARR 是 解析 的 。P(iz) = 


toh + RR NA, 由 定理 8.5.1 


Tl” cit 
idm Eat’ RETOURS 
ETHE URATA., t0. 于 是 将 上 个 在 而 中 奇异 点 


与 学 -的 留 数 相 加 ， 有 
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I(t) | 


= EE + Pree | 


WR lO, MAET SRA PHAR, Be E-i Aba 
BM EAT AY. Fa 


i= .6 Bae, 
TO =I RTS OBIE 


在 f=0 处 ， 电 流 GO) Bie AT 
“700) 一 1im7 0) =: 


REL: 
TENE E 
© LË} 4RI=0 
的 一 一 个 解 的 任何 伴 数 可 以 加 入 到 方程 的 解 的 集合 中 去 ; 落 数 


er 工 是 此 方程 的 唯一 线性 独立 的 解 。 由 定理 7.2.1 WAT BA 
程 


的 叭 一角 其 中 0< 与 Ty = limI@), ERE R 们 对 于 t<<0 


可 取 上 而 所 得 的 解 ， 加 上 一 常数 C 莱 以 。 江 ， 然后 使 之 满足 
初始 条 件 确定 C; BT 


Rt 

eas) et FA 

IO =C tE |r BES 
LEC ERIT 


190 


所 以 ， 


oe RFT 


Rt 


imeks he kE le -eT ], 
We ee Fourier 变换 ， 
ANA, 如果 了 (1) =0 (1<<0) 及 lim7(D = Jo, FRMRF Lf] 
是 单 边 Fourier 变换 i 


F=f ee 
F,{[! eae eat, 


= gizi iz be ist 
pan ie rl, Se dt 
FE tieF 1). 


变换 微分 方程 ， 有 


Job 。 二 
So LETRA : 


这 里 Cele” 的 单 边 变换 ， 邹 


Gis Lf Eoe™'e-isrds 


waz 


=o - 
Wom lt+iz’ 


1 Lok 
FR Fj- 二 
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RENAE, MISO, A 
IO=z5 Eo [et - K -7 
"T € .—€ oe 9 
且 heck ee Fa), 


RESIN Fourier 变换 比 双边 Fourier 变换 有 某 些 优点 ， 
在 那里 可 以 有 效 地 利用 引进 初始 镇 因而 得 出 微分 方程 的 完全 

解 。 而 且 由 于 微分 方程 的 右 端 对 于 I< TUM E, RI o 
发 现 许多 简单 画 数 如 u(f)sinwt, u(t)cosot, ult)e"’, u(t)t", 

等 等 可 以 取 做 微分 方程 的 输 人 ， 虽 然 sinwt, coswt, e, P% 

等 没有 双边 的 Fourier 变换 。 由 于 这 些 理 由 单 边 变 式 解 常 微分 

方程 初始 值 问题 时 更 为 有 效 。 但 是 传统 上 都 用 Laplace 变换 求 2 
做 这 种 工作 ， 将 在 下 一 章 研 究 的 Laplace 变换 ， 实 际 上 是 单 边 4 


的 Fourier 变换 ， 不 过 把 记 换 成 > OL IO Tee. f 


此 变换 ， 变 式 在 右 中 下面 是 解析 的 并 且 在 正 实 轴 大 部 分 上 存 
在 。 因 此 我 们 直到 引进 Laplace 变换 前 ， 暂 他 讨论 常 微分 方程 
的 解 。 


习 8.5 


- 用 Fourier 变换 “a +2yse |"! “的 二 个 解 。 


lim zy( 和 =0 5 lim y(t) =] 
tot t>0+ 


的 一 个 解 。 和 
3, 和 解 积分 微分 方程 
和 二 E v(e) dee 
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对 于 12>0 满足 an YG) = Yo. 


4. 在 一 个 电感 、 EM, EED EAL L NAR 
的 微分 方程 是 


ZEL, RECREERE ATEO 是 输入 电压 。 设 4( 人 0 是 
具有 一 单位 阶梯 输入 电压 的 解 ， 证 明 

I= [E Gd dr 
AW 叫做 导 纳 指数 。 Ty? 


8.6， 从 微分 方程 的 解法 


在 这 一 节 里 我 们 考虑 Fourier 变 式 的 方法 ARIE LEAR OR 
方程 的 应 用 。 l 
例 8.6.1。 试 求 一 条 无 限 长 弹性 E 位 移 ， 它 具 有 初始 
位 移 u(z,0) 二 (xz)， 且 在 一 有 限 区 间 外 为 第 它 有 一 初始 速 府 
ui(7,0) 二 g(x)， 它 在 一 i neem 
设 下 问题 可 简 述 如 下 ， | - 
a +i 2u, ee a 
Ox? at at? ; 
u(x,0) =f (x), 
ur, 0) = 9(7), 
lim ay = 0, f>0, 


Riku}, f(x) is g(x) 都 有 关于 变量 zx 的 Fourier 变换 ， 
WRU Cota el ede 出 有 ay 


ae _1 ğU a eani 
(iz) U (z, H) =- of 3 
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U (2,0) = zz.. f e` tdæe= F (z), 


F, g(r)e i *dr=G(2), 


U, 一 l 
(2,0) oa 


U p ta zU =0, 

U (z,}) =A sin azt + B cos azt, 
U (2,0) =B=F (2). 

U (2,0) =azA=G(2), 


故 
CO sin azt+ F (z) cosazt 


` Ula) = 


E) (eit 一 eiat) + 


“oaz 


应 用 反 演 积分 ， 


F(z) (eft + ev iszt) 
2. < 


= 1 rae i2€z+a2) intel 
u(z, t) WEE i [F (2) ettn 4 F(a)eietldz 


1 etir G(2) Catat) _ pizla—at) 
+ —= zirto iz z~a 
| ae LOO ede 


-mtir iz 


=L {f(æ+at) +f- at)] +2. L g(é)dé, 


在 得 到 这 个 结果 中 ， 已 赂 去 了 许多 细节 ， 要 点 是 一 且 得 到 结果 
我 们 可 以 直接 代入 微分 方程 去 检验 。 事 实 是 ， 如 果 f 是 两 次 可 
分 而 GRATES, BRERA Me ERM 


成 这 些 细节 o 
1% 


P) 8.6.2. 试 求 一 条 无 腿 均匀 杭 的 温度 分 布 ， 如 果 初 始 浊 
HER ule, 0) =f (2), EEA REO. FEL 可 简 述 如 
下 ， 


Ob 2 epee oo. i; 
u(z,0) =f (x), 
Lim u(x,t} =0, 

Mid ule, t) 45 fe) FRE r 有 Fourier PM, WH 


U (z, #) =f a (x, t) e dr, 


; 1 ðU 
(i23) U (z= D’ 


U (2,0) or | re eistdr=G(2). 
有 于 


ou 2 g2 = 
Be te ey 0, 


Piers Ue “state ， 
Uy=U (z,0)=G(2), 


U (2, N =G (2) et 

WZ SH 8.3.3, | 
1 7 22/2 -itsd x— -22 
. Von. Lae e z € Pe 
é 

a= 2a", W 
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2202 : nt ate nif BF, 
e200t l e etiz t az dy 
—% 


V2r 


1 [ -2/da2t 一 [za 
= == e eddy 
20V rtl- 


ce 1 -u?/4a?t. 
=F| See aang | 
因此 ， i 


u(x, t) = 


-tr— v)}?/4a?t 
av -| fe 407 pe 
可 以 直接 验证 这 是 问题 的 一 个 解 。 

例 8.6.8. 其 次 ， 我 们 考虑 关于 一 条 中 无 限 热 传 导 棒 的 
相应 问题 。 设 在 x=0 RAMA RTP BEB eat E 
Af (x) 其 中 f(0)=0.. FRIAR 2 >0 与 1>0 时 的 温度 。 问 题 
可 简 述 如 下 ， 

0<z<eo, t>0, 
u(z,0)=f (z), 0<r<o0, 
u(0,f) =0, 0， 
limu (x, #)=0, 


在 此 情形 中 ， 我 们 不 能 关于 变量 x 应 用 Fourier 变换 ， 因 为 应 
用 单 边 Fourier 变换 ， 需 要 知道 #0, 旭 与 4,(0, 人 。 另 一 方面 ， 
如 果 关 于 + 用 变 式 ， 我 人 能够 确定 变换 后 的 方程 因为 仅 包含 关 
于 上 的 一 阶 偶 导 数 。 然 而 ， 在 这 种 特殊 情形 下 ， 能 直接 从 后 面 
问题 的 解 得 到 原 问题 的 一 个 解 。 注 意 如 果 f(x) SPE. 


u(x, t)= f(r) ett as 


maiz ze 
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LETKA; BN, 如 果 g= T 


at i= z E Loe =(r+0)3/407¢ da 


ee zai). 
Se 1 名 tor = -oz/iaat us 
= so al flare da 
a ut -T, t) . 


: SS -g?j4a?t 
u (0, =z flo)e dr 


— ~o7 {103% 
= -z= er 5 “fore do 
= ~-4u(0,0). 


故 u(0,t) <0, FPAFERFEXP A MRR f(x) 7 AF 
Wk, WUXI z>0 得 到 我 们 的 解 。 
Bl 8.6.4, IKK 在 一 条 个 无 限 热传导 榨 中 的 温度 ， 
在 z=0 处 的 温度 保持 为 9 @) 而 初始 温度 为 ate! 0) =/ (x), 
题 简 述 如 下 ， 
一 二 0 有 : 
u(x, 0) =f{z), 
uO, t) = gf), 
lim u(x,t) = 0. E I 
根据 微分 方程 的 线性 性 质 可 将 解 分 解 如 下 ， 
u(x, t) =H (x,t) + Ug t,t) 


XK Bu, 与 #2 部 满足 微分 方程 并 且 uy (x, 0) =f(x), 141 (0, t) =0, 
ti, (2,0)=0, wo (0,D= 9), limu,=limu,=0, Fit 
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u GGA =O e2- T)3/4a2f yr , 
这 里 f(-z) = -了 (zx)，z>0， 最 后 ,我们 必须 解 出 nle, t). 
在 此 情形 下 ， 用 Fourier 正弦 变换 是 方 便 的 ， 所 以 再 试 求 一 个 
关于 z 是 奇 击 数 的 解 ; HH, w(-z,H=-u(2,0. FE 


F Dele) =e |" te Neda 


一 一 上 |e (zx, fe dx- i; ua x, tje dr 


1 
Van Van 


av 0 
F [mn] = ~ y2 i F ace sin zxdx 
= — y2 if ua, sin zz]8 +y2 iz| uncos zxdz 
i x 下 0 
=- y Ziztu cos zxZ]7 +y 2 fz? fom sin zzdx 
A 2 ft ü 


= -W2izg(p - 2F [n]. 
MRU, t) = Ffu], W 
Wa 于 y2 izar g(t) 
WEU: (2,0) =0, 解 此 方程 ， 有 
Uz, =- To pE Pat ay 
从 例 8.6.2 知道 


一 lipe ~ = 
eaas2tt -rz) 一 ent totte ?| 


[sa 
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salte) - 末 2 Wit eathar] 
=F 


= -z -z2?/4a? (Q — 7) 
Pra < | 


ize 


z ER glr)e Titt- Ta 


2a3 x 0 G- 23 


u, (x,t) = 
Ft 
u(x,t) = 


(x= 15) 3/403 
2oVxt sal f(r os wide 
=p t give -22 /4a7li 一 Oo 
2aV x Jo t- r) | 
兹 驶 着 接 验 证 这 是 问题 的 一 个 解 。 
| 我 们 租用 一 个 波动 方程 的 例子 结束 这 一 节 ， 这 次 关于 xz 是 
一 个 有 限 区 间 。 
” 8.6.5. 试 求 一 根 长 为 x 的 弹性 弦 的 位 移 ， RE 
定 在 z=0 与»=x 处 ， 受 一 正比 于 sing 而 对 于 + 不 变 的 力作 
用 ， 假 设 初始 速度 与 初始 位 移 为 等 。 问 题 可 以 简 述 如 下 ， 


grat -bs sinz, .0<z< mw， 人 >0， 


十 


u(#,0}— 4, (2,0) =0, 

40,8) = ulr, h) = 0. k 
这 里 ， 关于 + 取 单 边 Fourier 变 换 。 于 是 和 如果 (z,z) = Ffal, 
有 


z*,,_  _ sinz 
Ust = V2niz* 


此 方程 的 解 为 
199 


T 、 2r ‘2x a? b sinr 
U(x, =A sin +B Ss ce ey 


应 用 边界 条 件 ， 有 A=B=0, 与 


© @*ésing 
U (4,2) = VWonize(2— aê)” 


反 演 积分 给 出 
—_ ~> a*b sing setir : elt 
u(x,t) = Qri- ee 2z(2 ~a*) d 


其 中 r<-o, 这 个 可 由 围 道 积分 算出 。 如 果 IO 我 们 在 Le 
平面 内 用 一 中 元 封闭 围 道 并 且 计 算 在 原 点 RÉE = a 点 处 的 
留 数 。 如 果 +<0， 在 此 情形 下 ， 因 为 封闭 围 道 在 下 中 平面 ， 避 
里 没有 极点 ， 围 道 积 分 是 雳 。 最 后 结果 是 
u(x,t) =b sinz(1—cosat), t>0, 
=0, <0. . ' 
EE 
的 用 途 。 这 并 省 有 详 论 这 个 方法 能 应 用 的 所 有 可 能 类 济 。 一 般 
的 程序 是 对 微 妇 方程 共有 的 变量 中 一 个 应 用 变换 。 这 就 常常 把 
问题 化 为 其 他 变量 的 常 微分 方程 ,或 者 成 为 余下 变量 的 丛 微 分 
方程 。 把 许 换 的 变量 作为 一 个 参数 ， 应 用 边界 条 件 或 初始 条 件 
于 变换 ， 这 个 新 问题 解 块 了。 这 种 方法 下 解 的 变换 得 到 了 ， 提 
申 反 演 积 分 求 出 解 。 一 般 ， 用 这 种 方法 得 到 的 解 可 对 原 问题 叙 
述 的 条 件 直接 检验 商 不 必 在 每 一 步 都 验证 变换 是 否 合乎 条 件 。 
如 果 原 问题 的 叙述 是 正确 的 ， 常常 有 唯一 性 定理 保证 用 变换 的 
AE Br AY We 


习 8.6 


1. RAEE c=0 及 z= 处 的 弹性 MB, a 
果 初 始 位 移 与 初始 速度 为 雳 ， 并 有 一 外 力 br(xz 一 zt) Hee 
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FR te 

2. PERKA, PRCA A te eS Rk 
BRE, HEE c=0 处 的 HR u0, D =g), ted 给 出 。 试 求 
IX PARA ME 、 

3. 试 求 一 具有 初始 位 移 u(s,0)—f(x), x>0, RK 
it PRR ee. AR 固 定 在 z=0 kh. HAR: 
由 例 8.6.1. 把 f(x) 延 拓 为 一 奇 画 数 ， 证 明 直 此 得 一 解 。 又 如 
{UWE PRE, auut 2>0, t>0, u(x,0)=f(2), 
u,(2,0)=0, u(0, 4) =g)? Ea 

4. AREER ARRIR (z 关 0，0 <y<l) 的 稳定 情 
‘UA BE a, 其 中 假设 xz,0) =u(z,1)=0 与 u(0,y) 
=fly) > 


8.7 积分 方程 的 解法 


在 应 用 中 组 常 迁 到 积分 方程 ， 其 中 未 知 画 数 出 现在 一 个 答 
PRGA. Bik l l 


RO =| x 入 


是 关于 米 知 图 数 4 求解 的 积分 方程 ， 其 中 /与 帮 是 已 给 丽 数 ， 
它们 每 一 个 都 有 一 个 Fourier 变换 与 之 对 应 。 投 i 


F (z) = 2 f (t) e`di A 


Von 
及 =- K(z)= a k(t) e7'*"dt, 
2 2 l- : 


则 

F(z)=K()U (2), 
HEU (2) BRAKE. 

U (2) =F (2)/K(), 
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u(t) =f, [F (2)/K (a) Je“'dz 
例 8.7.1. 解 积分 方程 
V2re'/? si eTit] ylr)dr. 
变换 了 的 方程 是 


~zt/2 2 U (2) 
e = 1 = 
mz 1+ Zz” 


故 
U (2)= YEdta)e 2 
-Ye 2- (i2)? er 
REAM, By 
. u(t) = vz le 07/2 -£ ees 


=V2a[ err 本 £ Pra], 


这 个 已 讨论 过 的 积分 方程 通常 时 做 Wiener 一 Hopf 方程 
不 幸 地 ， 在 许多 应 用 中 ， 方程 的 左边 不 是 完全 已 知 的 。 一 个 典 


型 的 情形 如 下 s- 
{O= = 全 K(t~-rjue)dr, F>0, 
f() =g(D = ie K(f -ru(r) dr, t<0, 


这 里 (DREN, B oO 是 未 知 的 。 在 此 情形 下 ， 一 个 更 
精细 的 方法 即 所 谓 Wiener 一 Hopf 方法 ， 是 解 积分 方程 所 需要 
的 。 我 们 将 概 遂 这 个 方法 并 且 指 明 它 怎样 应 用 于 解 一 个 特殊 问 
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题 。 
假设 
H_(z)= +I hte "dt 
EATER VI ANAE 
Ge) =E Lf gH edt 


在 一 个 上 中 平面 a<l,,(z) 中 是 解析 的 。 于 是 
H(z) +G.{z)=K (2)U (2). | 
”其 中 区 (2) 与 U (了 分 别 是 四 SuN FER, BE, RK (2) 
可 以 写作 如 下 形式 
一 【之 
其 中 下 _(z) 对 于 In) <b 是 解析 的 , HK, (2) 对 于 aKT nly 
TERT A, FA 
K, (2) H_(2)+ KG. =K_(@ 7 (2). 
再 假设 Ky @)H_(z) 可 以 写成 
Kle) H_(2) =P) +Q_(2), 
KE PHT aLI nl) BMH Q- MF, <b 
解析 的 ， 于 是 
BQ) =Ki@)G,@) +P, @) =K-@U @) - Q_(2). 
我们 又 假定 区 (2 对 于 1m(z)<<5 是 解析 的 。 现 在 我 们 已 定义 一 
NERE (2) 它 在 带 形 域 <I ne) <b ETI, .而 且 ， 最 
后 方程 给 出 E (2) 到 理 个 平面 上 的 解析 延 拓 。 因 此 ， 至 (z) 是 一 
ERK. MRA BITWE (z) 是 有 界 的 ， 则 由 Liouvilles 定 
PEE (z) 是 一 个 常数 。 如 果 在 平面 的 任何 部 分 都 有 当 'z2， wae 
IE (2) >0, WE (2) =0。 因 此 ， 
K_(2)U (2) -Q-{z) =0 
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U (z) = 9- 2, 


用 这 种 方 确定 wx 介 :的 Fourier 变换 并 不 需要 G,(z) CBN gA 
的 Fourier 变换 》 的 特殊 知识 ， 但 是 ， 这 方 法 需要 把 KO 
K,Q@QH_ (2) 分 解 ， 这 常常 不 ER 为 的 事 。 关 于 Wiener 一 
Hopf 方法 的 更 一 般 的 讨论 参看 Benjamin Noble, The Wiener 
一 Hopf Tecknique。 纽 约 ; Pergamon Press, Inc, 1958. 

、 ”现在 我 们 应 用 Wiener 一 Hopf 方法 解决 声 绕 射 理论 中 一 个 
特殊 问题 。 考 虑 由 占有 中 个 zz 平面 (z<0，- co<z<Ceo) 的 
一 个 什 无 限 有 声 爹 属 证 板 产 生 的 声 下 面 波 的 绕 射 。 假 设 平面 波 
以 垂直 于 金属 板 边 (z=0) 的 方向 冲击 金属 板 的 边 ， 因 而 问题 的 
解 不 依 顿 于 2 坐标 ， 因 此 是 一 个 二 蕉 问题。 平面波 的 音速 势 具 
有 形式 | 


i[k(x cosa + ysina) — wt) 
ba 


ee y, =e 
容 多 证 明 up 满足 波动 方程 


2 2; 
V? w= r one 


现在 ， 整个 声场， 序 平 面 波 加 上 散射 场 ， 必 须 满足 波动 方程 


i u(x, y, t) = ulz, y, t) +u, (@,y, t), KP x, 表示 BASE. 
u Káin em 于 是 l 
Vitko, =0, 
其 中 =o fa, wy By © 
. ule. = b (am, ye t= (b+ 4, ents, 
其 中 p= e*t cos a+ysina) 
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Bis 个 有 再 的 由本 ee eae 


®™ © 
刚体 放大 


图 8.7.1 


fy ee, HF 0 - S =<o 中 必须 满足 边界 条 (dto, 


因为 这 个 理由 在 金属 平板 上 $, 必须 满足 
dé, _ _ dbp 
‘dn dn’ 
问题 于 是 变 为 确定 b. W : 
Fp, +R h, =0, 
dhe, 


我 们 进一步 将 $， ps 由 几何 光学 予 知 在 图 8. 7.183 
区 域 1 中 必 有 一 个 反射 波 ; l 


u -(x,y,t) =e 
与 在 区 域 2 内 一 个 “ 影 ”。 由 网 何 光 学 子 知 解 如 下 ， 
区 域 1 1 Hup+ u, 
- 区域 2 : w=0 
区 域 3 : u=up | . 
从 物理 学 的 理由 看 ， 这 个 解 是 不 能 售 人 灌 意 的 ， 基 为 实践 表明 
绕 射 影响 没有 包含 在 内 ; 从 数学 角度 看 它 也 是 不 能 使 人 满意 
的 ， 因 为 它 从 平板 离开 的 地 方 不 是 处 处 连续 的 。 我 们 认为 绕 射 
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il k(xcosa — Maw ot] 
N 


影响 合 在 不 是 儿 短 万 学 所 予 知 的 解 的 那 部 分 之 内 ， 故 有 
Kik l; w—uptu, Fati 
区 域 2 ， u= ug 
区 域 3, u—uptuy 
并 且 由 于 w 和 柔 由 外 向 桂 面 行 波 组 成 ， 它 必须 满 足 一 辐射 条 件 = 


tim 7 [ te ahi j=0. 


其 中 r= ty. 
为 了 推导 这 个 问题 的 Wiener 一 Hopf 积分 方程 我 们 用 如 下 
y Green Mik: A 


GE, zy) E EE 
+ HP (RV E-E + UF), 


EREE, Mibi PPG + RG=0, G,(E,n, 2,0) =0, 


-lV @-2) + @- 2)? A, SAT, 


SM. ELPA RE RAE ERA OOO, y) 应 用 Green 恒 
等 式 ， 用 Green 西数 的 性 质 * 得 | » 


jiyi |, (2 dg? ee 
LB ye 


$ 必须 旋 明 沿 小 的 与 大 的 中 元 的 积分 当 它 们 的 中 径 分 别 趋 于 千 与 无 息 而 赵 计 
需 ， 详 情 参 看 J. W. Dettman, Mathematical Mathods in Physics and 
Engineering, ij: McGraw—Hil! Book Compang, Inc. 19862, - 
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在 下 中 平面 我 们 应 用 Green 恒等式 于 整个 场 OO MEP ARS 


头 


图 9.7.8 
. 肥 射 波 。 有 
bE, n) - eiklécosa +ysin a) ~ eihticosa— nsina) 
-ci 
fe v= oo 


现在 ， 对 于 E>0, 
6 E, 97) -PE nt) =0*, 


282) s: aay 
Voy soot \ dy /y=0- 


。 RATER, BAR SDG- EE, OF) = 0 一 译 者 
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iké cosa _ 
[a (35); y= a 
i 三 ms -8') E(x) az， 
其 中 I(@) = (24) .对 于 <0 
Y= 
Win D- bE, ô,- ~ gethteose a eases 
: 一 HP (k's _§)1 (0 dz. 
因此 ， 我 们 有 Wiener—Hopf 积分 方程 
=f, HP le-E )1@)dz 
OM IG) 求解 ,其 中 
fE) = -0M ove, 0, 
#(E)=4(E,07) - bb, 0+) 一 2eiRE cosa, ELO, 
AMF 20, I(x) =0. 
这 是 前 而 一 一 般 博 形 措 这 的 一 个 特例。 RFRA 
(E0), -pE 0*) 
因而 必须 应 用 Wiener 一 Hopf 方法 为 把 现在 的 情况 与 一 般 的 讨 
论 一 臻 起来， 我 们 写 — ve 
F — 1 o . -izt 
Ua = Fee] e as 


H_A2) = - tf eike cosag-teegty 
: ~ 7 SO 
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G4 pas Be HPU z- “811 @) dédz, * 


K (2) = 


全 HPO x peed 
=y2 1 

We VR : 

在 现在 的 情形 下 ,k 一 向 +iks, 这 里 by >O.K OEEk A 
支点 ， 但 是 仿 车 支 割 线 不 在 带 形 域 he <7, 2) Kh 内 的 话 ， 
K (2) 在 带 形 域内 是 解析 的 。 我 们 假定 T(x) 的 性 态 当 dool 
He, Aili U (z) 对 于 1。(z)<6 是 解析 的 ， 可 以 证 明 
万 名 全 他 - 引 ) 的 性 态 当 | 一 引 一 co 时 与 ex Vk wE] g 


但。 故 对 于 大 的 与 负 的 =， 关 |- 二 7(6)ewsds tte m 


iff HO z-EDI EdE 


的 性 坊 与 ot AL. MAUR - kZ- 7 积分 六 了 

在 存 ， 由 此 得 结论 : C) 对 于 一 和 之 了 (2) Fe APTA 
H_(z) + G@*(z) =K (z)U (2) “a 

EPER -Rin Ce) Saal ~6, ka cos zj] 内 成 立 。 故 


U (2) 
a(z— komt G+(2) = Ve VRE 227 


因为 

ae 2 | ar 
RY opie ls VE 

则 有 | 


2 UG@)_ Wk+z ram 
y4 Vk—-2 n(e-kcosa) +VR+2G, (2). 
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Ht, | | 
Whee _ iVk+kcosa + iV k+2+ iVk+kcosa 


a(z-k#eosa) x(z—-krtosa) a(z-keosa@) 


=Q_(2) + P, {2), 
这 里 在 hcosa 处 定义 P + (2) EEE TT A gE 


P (2) E koosa 处 是 解析 的 。 它 有 一 个 支点 z= -k, BREL 
中 平面 -klln 内 是 解析 的 。 结 果 


PUE Vk +heosa p, (2) = VRF 2G, (z), 


T Wh~-z m 2-kcosa 
这 里 左边 对 于 I, (2)<mim[ -5, Acosa] 是 解析 的 ， 而 右边 对 
F -hini 是 解析 的 ， 故 如 一 般 博 况 所 说 这 个 方程 由 解析 
延 拓 定义 一 个 整 醒 数 。 很 清楚 ， 除 去 可 能 的 YA8+ 2G, (2) 外 所 
包含 的 丽 数 当 z 六 co 时 都 趋 于 夏 。 后 一 丽 数 当 2>oo 时 可 能 
iA, HPV 2th. 但 是 一 个 非常 数 的 束 丙 数 至 少 像 = 一 样 
RRK. 因此 ， 这 个 沙 数 处 处 为 迁 开 且 由 此 可 导出 变 式 


i Wk-2Vk+kcosa 
PIRA Vor (z -—keos a) 


由 反 演 积分 
了 (xy =V FT keosa + keosa@a ‘we eV hz 


oi z-kcosa 
这 里 ~ ke <r<kicosa, MR r<KO, RMTTH—-AKetir, 
-R<a R 积分 并 且 在 下 站 平 面 里 用 守 径 为 中 的 一 什 园 素 封 
闭 围 道 。 容 为 证 明 在 个 图 的 积分 值 当 尺 co 时 趋 于 雳 。 因 此 ， 
对 于 >*<0, 因为 在 国道 内 沟 有 被 积分 画 数 的 寄 异 点 ，7 (z) =0. 
对 于 z>0， 考 虚 图 8.7.3。 在 此 情形 下 ， 

| eV k-z 


dz=0, 
ci 2. -kcosa 
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因为 围 道内 没有 奇 点 。 X, HR oof PEIEE AS RA 
FR, W | 
| clk =z dz+| eV k -z ae 


c, 7 -keose@ p+ 2— Rcosa 


=—2mieikrcosey/ gL kcosa, 


Ang 
Reir à r` RYir 
图 8.7.3. 
因为 在 六 内 有 一 简单 极点 kcos a. tr R-»coff 
I (a) = -VR a Bees acikecose 
7 1 — eV bo z 
z VEF keosa| dz, 


这 里 二 是 一 勾 形 围 道 ,从 汇 限 远 处 沿 着 支出 线 的 下 侧 进 大 , 在 小 
园 上 围绕 有 点 一 圈 ， 又 沿 着 岂 线 上 侧 则 到 无 限 远 处 。 这 是 因为 
在 C 上 以 及 在 查 线 厂 上 位 于 在 上 的 左边 部 分 的 积分 值 互相 消去 
而 其 他 部 分 当 尺 -co 时 趋 于 零 。 中 必 在 & 中 径 为 p 小 元 的 积分 
值 当 0 时 而 趋 于 需 。 在 割 线 的 下 侧 我 们 设 #- > 一 好 er, 于 是 
dz=2udu RV k-z=iu, TEMRE EURITEA - z= ue, 
于 是 dz=2udu RVk-z= -iu, PLL 
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izg h y ， eitlh +0?) 2 
| u(y ode 
t2-keosa k+u*—-kceosa 


= iets f" eins? urdu 
ok + u? —keos a’ 


了 (KZ 一 一 Tt k- cosaeik” cosa 本 下 本 Pr 
x 
这 里 
g(x) = | we 


tou 
okt? —keosa 
iru? 


Pon iru? TR €e 
= Se RS ~ feos a) u? + bk —- fa 


在 第 一 积分 内 ,， 设 v=zu?， 刚 du 二 dv/2V EV om 
| eizu? y= 元 一 人 


2V x ov vw 
而 后 面 的 积分 是 一 个 收 钴 的 积分 。 剩 下 要 确定 
e't"? 
Hars (are mean 


BY DGERA A’ (x) 二 iBh(%) =i AJ2V T, AE B=k-keosa 及 
A=|" (e"/Vo)dv, R, KO =|" +B) -idu= 对 
RDR, A 


| gas ere "ay 万 a ak ; 77%] 
一 (a: Z (eae eo di)] 
ose [+ cal os wT - aia). r 4t) 
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T 
wp 


最 后 一 个 积分 的 性 态 与 ei/e RI, KTE 
(ae) = -VE-Fcosae'** cs 
一 Rt kcosa | Pr —(k ~heosa)4(@) J 
daakini TONERS oN UY, 此 因 . 
=k cosa Lky, 


这 验证 了 在 推导 积分 方 各 的 假设 。 | 
为 了 确定 声场 ， 必 须 把 1(x》 代 入 表达 式 


SDE =- S HO EEE) Ide 
P(E) -et E cosa+ ina) _ gikt cosa- nsina) 
=i) HPV GEFF) ade. 
HEREN 
iS HV to- DP I adr 
的 F ourier 变 式 是 


eiM RkR2—2z2 |n| U (2) 


I 
Vb? -2? 


cv 


-1 Vk+ kcosae Y RT- 2? ki 


Von VR +z2(2- kcosa) 


F¢ 
| SY HPC kV æE) Fi) ada 


_ 1 eV EF Repeat t TEE IN 
Baler  VR+zlz-kcosa) 


2 
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我 们 可 以 通过 计算 这 个 积分 来 讨论 声场 的 性 质 ， 我 们 不 详细 讨 
论 了 。 
习 题 8.7 
1. 证 角 对 一 切 z¥0 及)(k/7) 满 足 方程 
. zy" 十 +k ry= 0. 
BOR HG? (els) #5 Fourier 4h 【积分 常数 包含 在 内 ) ， 


2. 导出 关于 由 站 平面 产 生 的 平 面 波 Shy Wiener— 
”Hepf 积分 方程 ， 这 里 设 在 平面 上 的 边界 条件 是 u(r, 0) 一 0， 
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第 九 章 Laplace 变换 
9.1 从 Fourier 变换 到 Laplace 变换 


R/ORREE 上 HAGE, W/OHERRE, # 
在 任何 有 限 区 间 内 有 E 段 连续 的 导数 。 合 S/O KK”, 
O<t<oo,. 及 | 上 (ESMHe ，-coc #0, oh, WE 
fourier 变换 


sims 1 —fiz 
. G@= af fo dt 


在 a<Iin(2) <b HARRAK, MA SMSEMATE, HB 
AEN +f) 1 pete i 
Vee o szef, G(z)e' dz, 
其 中 a<y<5。 如 果 我 们 把 复 = em 旋转 90°, 
pé =z, Ai 


HO) =v 2x G(-if)= | re ends 
在 -5<Re(6)< - a HR, KIM 


fitt) . fG = 也 三 Hedi. 
FT (2) i RAR Laplace BM, 对 于 它 , 有 一 个 与 Fourier 42 
换 的 理论 相 平 行 的 完整 理论 。 但 是 更 为 有 用 的 是 单 边 Laplace 
变换 ， 或 简称 为 Laplace 变换 。 

定义 9.1.1. WHORE HEAR a 为 
RAMRRKAR. & f(#) 在 任何 有 限 区 间 上 是 过 和民 回 续 的 ， 县 
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ÐI KK e, <t, M FR Laplace 变换 是 
H@=L i= WOE 


定理 9.11. 设 F( 人 是 实 变量 + AKK, BY tA 
负 值 时 夯 数 为 圭 。 设 7( 为 是 逐 眉 违 续 的 ， 且 在 任何 有 限 区 间 上 
AERES 的 BH. RIO Ke, 0<t<oo, MS) 的 
Laplace 变换 在 Re(z)>6 PARI, E 


AGN +A) L we zi 
TaT TAN H (2)e7 dz, f 


RERFRMAERY tiy, -eco<8<co 进 行 的 , 其 中 
”证 明 OO 这 是 从 Fourier 变 
换 显然 得 到 的 结果 。 
例 9.1.1. 求 Deas auth aa 的 Laplace 变 He, HP 
u(t) RAUARBRK, HRT RMA KC WIWERAD). 
”事实 上 设 Re(z)>0, WO : 


L{u()sin ot) =2 | (eet ~ riot ) et ae 


0 


| l `I ae 
Abe io ial 
o 
To 
Py Re o/e to) 在 除去 土 i@ 外 的 域 中 是 解析 的 。 因此 它 是 
Laplace 变换 到 平面 的 其 余部 分 的 解析 开拓 。 BARY 4y (BNR 
ee = 可 用 国道 积分 计算 :: 
ae ae ee ee ee 
ol. 22 + @? ae 
这 里 C 是 图 9.1:1 中 所 示 的 围 道 。 在 围 道 的 内 部 za 与 - ‘ont, 
SEE OR TATR. Later 由 留 数 定理 ; 人 
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w@ er. Teiet — gioi | 
| oF rat =O] —5,, =sinwt. 
2nilc z? + w? 310 


我 们 还 须 证 明 在 中 国 上 的 积分 当 丈 趋 于 无 穷 太 时 赵 于 Rv 
z=p+Re'*, 1/2<0<32/2, M4 Roo 时 an 
3a, 2 gigt R cosdtising Rete - 

ie rere | 


= es at ais 


CLs : E 9.1.1 
ERERNRT, EA 9,11 RBA TT MAE 
A912. R u(t AY Laplace Hi, Hh G>- 
因为 若 - 1<C<c0， 则 当 t 从 右边 趋 于 零 时 ， 所 给 函数 : m 
于 无 穷 大 。 虽 然 如 此 ,Laplace WAME, HA ERRE(2)>0 
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中 解析 ， 这 是 因为 | 

Liutayey= f ten"'dt 
FABRE Re(2)>0 中 是 解析 的 。 为 计算 这 积分 ， 合 = 一 
HÈ sat, 则 


1 ViR 


ši i a 9.1.2 


RE. MRM Mlet+D/2°" 的 一 支 ， 其 支 划 线 是 沿 着 负 实 
轴 的 ， BAART (c+ 1)72 在 Re(z)>0 中 是 解析 的 ， 所 以 


 LisHr]= 人 redt= PEHD, 


pert 
Aa RMR -PPH Ay 着 正 实 轴 等 
Al, ARQERMASD, RHR R-APAUA AR 
道 〈 见 图 9.1.2》 进行 积分 。 因 为 在 C 内 没有 奇 点 ， 所 以 ， 
agit tomas 


ret vy e” dea 
2xi jcze” 

TASR ERA R A A Re RETEN K Het 

Fo WA 


CT re DED Sia 
这 里 玉 是 与 在 84.10 中 Hankel 积 分 使 用 过 的 多 型 国道 相 同 。 
因为 t+>0， 我 们 可 作 变 量 替 摸 6=21， 于 是 
Ten et i a roD] eff Dg t= fe, 
. 2x; Jr 


ont peio 2° Be 


| I -c+ | 1 
这 是 因为 二 ;| Ddi BRT Pay My Hankel 积分 。 


习 ALI 
1. RRP PK eK, 
qi, #20, 
u(t) ={ 
| 0, <0. 
的 Laplace 变换 ; 并 对 t>O0 及 tO 验证 反 演 积分 。 当 #1=0 时 


反 演 积分 的 值 是 什么 ? 

2, BOR BAL) —u(t) coset 的 Laplace 变换 ,其 中 ult) 
是 单位 阶 跃 西数 。 并 验证 反 演 积分 。 

3. 在 定理 9.1.1 的 假设 下 ，f8 ( 扩 的 Laplace 变换 在 
Re(2)>b 中 是 解析 的 ， 有 因而 可 以 在 积分 号 下 微分 。 证 明 


= LLO J=L[tf@)]. 


ae WOR usin ot 的 Laplace 变换 。 
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9.2 Laplace 变换 的 性 质 
“在 讨论 hapless 变换 的 - 些 重 要 的 应 用 之 前 ， 我 们 必须 研 
究 它 的 性 质 以 及 求 北 变换 的 一 些 技巧 。 


定理 9.2.1, Laplace RMA—TRER A, ull, E fy 
与 9(D 是 两 个 具有 a aie ARRI ii a 


与 6 是 任何 
常数 ， 则 . E oi fe 
l ` Llaf +69} Sa bLi:g i 
请 
Liaf+bg]= | ee +6g (fj Je dt 
=ef Fedt of gedi 
=aL[f]+bLĪg]. 
定理 9.2.2， #0 时 fO RER, H 
lin i/ = = £00") 


存在 ， 产 在 任何 am PERBERA, ‘ 
l POl <Kel, a 


则 | 
: EEF! ] 兰 2LEA]> fOr) Lan We a. 8 l 
在 Re(z)>a ii = ou a= e AEUR, g no t i 

“证 明 . ST ESO. Be $ l 
FQ) =F00") aftr Podi; eS Pe 


ER TOETOE Weide = 
euch eee | 


CON + koh cme, 
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XE a=max [0,6], 所 以 LIRLI] FERH E Ua 
中 解析 。 设 z=>q, 则 ”| 


f f'Metdt=- lim fe + inf (Te z7 


+ al fedi ` 
0 
=- for) +f fedt, 


WE, LIF J=2LQ[/]- fo), 这 是 因为 等 式 两 端 在 Rel) >a 
中 是 解析 的 村 且 在 实 轴 上 相等 。 
ie 9.2.1. 设 1(2) 满 足 定理 9.2.,2 中 的 假设 ， 则 存在 
常数 MW 及 一 个 中 平面 Re(z) >, RAPE TAF 
| ILE FY <M} eI" 
证 明 参照 定理 9.2.2， 在 Re(2) >a LI RELI 
fE 4 >a, W 


LEP fa K ete i oor a 
. N . l l 7 
Manas [z g (OO |. 则 


<i fol it eb b) <i : 


定理 9.2.8. BF) BHA n- IMPRE t> IEE 。 
Mik lim f(==fCor), lim f'() =f" (0*), e, 
2097 


root , 
lim PNA =f "(0+) 


sagt 


22) 


HFE. KESO t EER ARE i RAR, BEO<t<oo 
中 [DI Ke, AEP FT Re(z) >a, 其 中 o=max{0,6}, 
下 述 公 式 成 立 ， | 
LU FP J=2"L[ Ff} -zf (0%) - 2° -8 f (0*) 
-e esa — zf "200+) = f> (0*),. 
证 明 XFO 


FDU) = fD (OF) + | Hodr, 


EPOKI EPON] +|‘ Kedr 


i) /n+ 一 at 
< Jf? (0*)| + K <Me", 


其 中 a=max(0,6], 由 定理 9.2.2， ea Re(z)>a, 有 
LLf™]=2L[f 0) fo"), 
ABA A 
Lf] =zL[fo-?} = fot) 
LEP] szfeL[for-?] - fo-P(aty} - fe-P (or) 
=L f2] ~ 2f-2(9*) - fo-P(0*), 
LU fm]=2" Lif} - emt) - 2 ot) 
= me = zf O04) - FAO 
EE 9.2.4 R/POEEMARERPERMS, H 
O| <Ke*', 0&0, 


则 
F=f fdr 
在 六 0 HEM, F(O)=0, REP Fai Re(z)>a 中 
LEF}=LLtf] 
成 立 ， 这 里 a=mar[0, b]. 
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ay 


> 


证 明 对 于 f>0 


FO] <f FO dr<| 下 ee 1 < Me, 


这 里 a=max([0, b). 由 定理 9.2.2， 
E[fJ= L(F' j=2L[F]- F (0)= 2L[F]. 


于 是 对 于 Re(2)>e, LIF \=+ zf). 


定理 9.2.5. RG) AA A 1 oR 且 对 于 
oteo, FK kee, WEH (2)È f@) fyLaplace 变换 ， 
则 对 于 Re(z)>b+e, | E i 
| ‘Lie f(t)]=A(z-c) 

成 立 。 

证 明太 的 Laplace 变换 存在 ， FFA TE Re(z)>6 中 解 
Aro :ee 有 | < Ket AH, MP Re(z) >b+c, Llef] 
Hii A z=x>6. 

Wij 


B etf (Perrdt= E Hase 
0 


所 以 ， 对 于 Re(z)>b+c,. LletfHI=HZ-c), 这 是 因为 
方程 两 端 在 同一 中 平面 内 解析 并 且 在 实 轴 上 相等 。 
定理 9.2.6. 设 捕 已 是 一 个 在 Re(z) 之 B 中 有 Laplace 变 
PINs, Hate PAL BT ER Ba Be 
E wy = fo She 
<O ` 
#a>0, M 80 
Liult- a) fG-a)] =e" Lift), - 
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Lu- Of- 01=| fodt=| ADererodr 
=e [Fedr = eLO). 


定理 9.27. EI/ORIOHICONAF, Hoy FDOT 
FQ), 9G) BMRB. EOK th # If)! KA R 
III SK, IETHER 


feg=h()=|" f(r) 9(t- dar=| gf nar 


当 t<0 时 为 零 ,而 当 O<t Cook aks, 并 且 满 足 KOJ <M“, 
这 里 1 是 常数 ， 且 ac>5， 而 且 
ZL[ 人 =Z[PZI9]. 
证 明 当 #<c0 BE ACA) 0 可 以 显然 地 由 f<0 时 D =0— 
事 得 到 。 又 
lim A(t) = tim | f(r) g(t- rdr=0, 


t0 toot 
这 是 因为 对 于 充分 小 的 Fr，7z) 与 9 人 -rr) 都 是 有 界 的 。 对 于 
t>0, 积分 是 积分 上 限 及 参数 t MERER. 现在 ， kazo, 
Hato, fil 


emen] =e [Fol nde) 
ce Ke Be 
~—K?e:' P dr = Kĉ?tet- 0， 
D 


所 以 ， 存 在 正 数 寻 使 得 

AH] SMe, 
4p Re(2) >b, METE a>} m Rel) >a>b. Aik, LA] 
在 z 处 解析 。 这 就 证 明了 对 于 Re(z)>b, LIA] 是 解析 的 。 又 
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LIK Lg] 在 Re(z)>6 中 是 解析 的 。 所 :以 ,为 要 证 明和 在 
Re(z)>b PL[AI=LSZ[g], RNS AER 2-2 >6 
上 成 立 。 利 用 当 >t eG) =0 这 一 事实 ， 我 们 有 


上 nodi=lim|, | Kogt- ded? 
-lim| far fe -ztg(t-r)dt 


=]i mf” fine dr 7 gluj)e™du 


T> 
: a f(ret ar| ps edu, 


到 此 证 明 完毕 。 ay 

在 本 池 结 束 时 ， 我 们 举 一 些 例子 赔 明 ; 二 样 运用 这 些 性 质 去 
寻求 某 些 初等 画 数 的 Laplace 变换 。 

例 9.2.1. BuO HARRA, W Llu(t)}=1/z. 
O KRAH <i kA b=, HAH Re(2)>0 ML[u(t}] 
j XHW. 1/2 在 Re(z)>0 中 解析 ， 并 县 对 于 ae 


人 u(thestdt= |" e ee 
a x 


w L[ ut) ]=1/z. i 
fF] 9.2.2. TORNO n=1,2,3, … 证 明 : 
LUE) Jentz, j i 
Ri AH = et, fF = nin Duh, e, 
frP@=nluht, (PQ =n. BUA APP, fr 
Wise PGR, A POR PEN, TER O.2.3, O . 
2L(fJ=L[fP]=L[ atu) J=nte7, 
[= 
Pi 9.2.3. 设 f(f)=u(t)eos wt， 证 明 
LU f@)}=2/(2+*),. 


EEND, RMA 
f (1/o)sin ot=["u(r)eos pide 
所 以 由 定理 9.2,4 及 例 9.1.1， 
„r fu(t)sin ot] 1 
Lise | LD], 


i=l). 
例 9.2.4. BAOU, ERL OD]= (2-0), 
事实 上 ， 我 们 有 SO <e. MAE Re Dat LIO] 
Mio (2-0) Hin. R 


Pen eridt=—_ 1 

0 a 

所 以 ， 在 中 平面 Re(z) >a 中 等 式 成 立 。 
A 9.2.5. Rule sinot 的 Laplace 恋 换 。 
由 定理 9.2.5 及 例 9.1.1， 


Ljute“ sin ad ear = oa =F 


fl 9.2.6. R u(t-a)cos ota) tt) Laplace $H, Jt 
He>0, o, E l 
由 定理 9.2.6 及 例 9.2.3，， 


ee T 


例 9.2.7. X ult)te” 的 Laplace 变换 . 
由 于 LEu(t)e"'] 在 Rel) Da 中 解析 〈 见 例 9.2.4)， 故 变 
换 可 在 积分 号 下 微分 。 因 此 
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| tetetdt= Ljute], 
例 9.2.8, R u(t)J (kt) fy Laplace BM, KAI (At) 
Et Bessal Be Be. 
现在 由 于 Jo (&t) 是 问题 ， 
p OCRE) HJ 4 (Rt) + Rit o (Rt) =0 
70(0)=1, 70(0)=0 
的 唯一 解 。 对 微分 方程 各 项 取 变 换 ， 得 


= 2 [22G(2) — 2] +2G(2)-1- #2 G(2)=0, 
3& BG (2) = L[ u(t) J o (kt) ]。 ALG ME BI AEs 


G' + z= W 


| Pie 
它 给 由 如 下 的 解 
Gi) = ocr 
RHCRAAHK., MEFHRAME MPH —K: CHALE 
面 Re(z) >0 中 解析 ， 且 在 实 轴 -上 取 正 值 。 为 要 计算 ， 回 忆 
Jok = -kJ CRD, URS, (At) 对 一 切 的 为 有 界 ， 于 是 ， 
出 推论 9.2.1 
atl kult) J, Cat) | = Lim[ 2G (2) ~ J0(0)] 


limp Cz i 
= i 一 一 一 一 一 0. 
LV ktr? l 


MU. C=1, AB 
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Lu Toh) ] = apts. 
上 顺便， 我们 证 明了 : S 


LH D1 124 | 


习题.9.2 
1. 利用 Laplace 变换 的 一 一 般 性 质 ， FRF AMA H 
Laplace 变换 : 
(a) u(t)itet, n=1,2,3, h, Ba nt/(z-a)"; 
(b) ulf)coshet, 4 E zi (2 - w?); 
(c) tut-ajet, a>0, > X: Lera ee b)? J 
+ [aee] (z - b) ]; 


(d) ereos olt nde, EF z/(z-D(2 +07), 
2, HG(z)=Lif)], Re(z)>8, Rj 
H(z)=| Gat, z>b; 


是 z 的 画 数 ， 且 在 zx 轴 上 有 一 切 导数 。 这 里 积分 是 沿 着 实 轴 
的 。 设 再 (>) 是 及 (x) 在 华 平 面 Re(z)>6 中 的 解析 开拓 ， 如 果 
:lim f(D /+ 
存在 ,证 明 : HOLION. 

3. 利用 填 题 的 结果 求 下 列 西数 的 Laplace 变换 ， 


(a) u(f)sinwt/t, #: taai (w/z); 
(b) u(t)sinh wt/t, Ss Flo s(2+1); 
‘ z 1 
(c) u(t) (ht) ft, #: LET- 2), 
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+ 


4, 设 F(9) 满 足 定理 9， 1.1 中 的 假设 ， ATA 
有 ft+n=F), pi>, WERA 


LI = fat. 


RR fC) =u) [4] M9 Laplace 变换 ， 这 里 [1 是 不 起 过 + 的 最 
大 整数 。 


9.3 Laplace 变换 的 反 演 
在 某 种 意义 下 ， 反 演 问题 是 由 定理 9.1.1 中 指出 的 反 演 积 


分 解决 的 。 然 而 ， 实 际 上 ，Laplace 变换 的 反 演 ， 常 常 是 利用 


认识 某 些 一 般 类 型 的 已 知 西数 的 变换 的 能 力 来 进行 。 作 为 这 种 
技术 的 辅助 手段 ， 我 们 有 下 面 的 唯一 性 定理 。 

”定理 9.3.1. B/M 9 人 9 均 满 足 定 理 9.1.1 的 假设 ， 
FFAS MAHAN Laplace 变换 G(z)， 则 jb) 与 9) EE 
何 有 限 区 间 ' 上 只 能 在 有 限 个 点 上 有 不 同 的 值 。 WARIO. 与 9 


MARRY, WA) = 9G), 


证 明 因为 上 和 9 两 者 具有 相同 的 变换 ， Be 
ft) - far) _. =g) 二 2(-) 
2 


但 在 任何 有 限 区 间 中 ，， Fi 1 9 REAR Rib 在 f 5 
9 都 连续 的 地 方 ，/( 休 =9g(D，- 
在 许多 应 用 中 变换 是 一 个 有 理 丽 数 ， 即 
Piz 
LANSE 
若 了 是 满足 定理 9.2.2 假设 条 循 的 画 数 ， 那 么 由 推论 9.2.1, 
Q(z) 的 次数 必须 大 于 Plz) 的 次 数 。 我 们 还 可 假设 P 与 Q 没 有 


共同 的 需 点 ， 这 是 因为 变换 必须 在 一 个 右 叶 平面 中 解析 。 我 们 


将 要 证 明 一 系列 定理 ， 说 明 怎样 求 出 这 种 类 型 的 递 变换 ， 这 些 
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定理 是 建立 在 第 4.6 节 的 部 分 分 式 展开 式 的 基础 上 的 。 
定理 9.3.2. 设 f(D) 满足 定理 9.2,2 的 假设 ， 
f(0).= lim f(D 


roar 


A OLE] =P(2)/Ol2), FER QO) ARAB A ri, recor, 
"W 
f(D =a) È Ae", 
JF u(t) AUR, H | 
| = lim (2-1) P(z)/Q(z), 
证 明 HEA 4.6.6, RT LSS: - 
L[ft= P(z)/Q(2)= È Ay (2 ~ Fado l 


由 于 A/(z- ra) = L(t) Aye” 1, 于 是 由 定理 9. 3. 1 便 得 所 
求 结果 。 
定理 9.3,3。 it f(t) PER 9.2.2 的 假设 ; 
f(0) = lim FÐ, 


rot 
E Lif}= P(z2)/Q(2), ia Q(z) 有 根 Tis a °F ms # EE 
i 们 的 次 数 分 别 是 k Ro, ae Rin» 是 使 得 总 Fn, 
则 


Faai 


fO =u È FA) 
be 
= FODS DAt e ra, 
Aya lim Lay PE JM Ple) (QC) Je: 
证 由 定理 4.6.6， 可 得 ” 
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m k : a e 
Lfl=P@/Q@)= E Al e-r, 
:由 于 Ale- rp = Liu) At eri], 由 定理 9.3.1 使 得 所 


RAR, 
b 例 9.3.1. ME A EN EEEO. 3.3 的 假设 ， 且 
_ . # Laplace FEY: | 
r — l 2 十 了 
LI 


由 于 这 里 P(z)=2+1, Q@)= (2-1)? (2 十 2z 寺 2) 
=(z-1)?(2e+1-1) @+1ti). & 


r=], r=-1+i, ra= 一 1 一 
CAVA WY by =2, k=l k=l, 所 以 
2 d z+ł . 
人 5 
i oid ies 
Auli Tar 5” 
‘ A= lim ass ae 3 
| 2 z>—I+¢ (z=. 1)? (z2+1+1) : 30. 
« A a i ”了 ZTE a 
13 =m 1-i {z = G-D* {z+1- i} 50 
=_ 2; 3 +di 于 这 3-4 一 上 一 让 
f(D “Ol-a mo FE e+ -_— 50°. Hao" | 


sof- 2 25° aa te! + Sertcost~ Sem t siñ tl. 


在 这 个 例子 中 ， 我 们 得 到 e cost 与 e-'sint 两 项 ， 是 由 
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于 下 述 的 理由 ， 
az+b _ az ¥b 7 _ a(2+]) ' b-a 
z? +22+2 2 十 2z 十 1 十 1 (z+1)?+1 (2+1)? +1 
=aLl[u(te cost] re (6 -a) Li[u(b e7' sint]. 
事实 上 ， 推 沦 4.6.2 SUR NCEA KP (2) /Q(z) 的 部 分 分 
式 展开 式 中 ， 车 这 里 P，Q 都 有 实数 系数 ， 那 么 如 下 的 形式 
 Az+B | 
(z-a)? +62’ 
的 一 项 对 应 着 Q(z) 的 一 个 简单 复 根 a+i6， 且 


=Im(} dim {[(2- 0)? +IP), 


B esatit 
B=Re( lim ([ (2-0)? +8 IPG i)- T 


显然 ，4，B 是 实 的 ， 因 此 ` 
Az+B _Alz-a)+B+ad 
(z-a)? +b? 《2 一 a)? EEA 


JEE fo +a4 e”! at sinbi], 


定理 9.3.4. 设 六 四 满足 定理 9.2.2 中 的 假设 ， 
和 f= lim f(D, 


rot 
HLF] =P(2){0(2), 其 中 己 与 @ 具 有 实 RK, AQ ARR 
复 根 otib, WORA, 
u (t) Ae* cos bt + u(t) Ate sin bt 
对 应 于 P(z) /Q(z) 的 部 分 分 式 展开 式 中 的 项 C/(z ~a- ib) R 
Dite- a+ib),° 其 中 


= Ef u(t) Ae* cos bt] 


ae ($ n lim ies -0 HEIO) 
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4'=Re(} lim {{ (2a)? +6*]P(2)/Q(2)}). 


TA 容 为 观察 到 A'= (8 +aA) 15， 由 此 , 并 由 上 面 的 讨 
论 可 得 出 定理 的 结果 。 

例 9.3.2， 试 求 一 个 五 数 ， 它 满足 定理 9. 3. 4 的 假设 ， 
且 其 Laplace 变换 为 


= z-i 
HAS GID FINCI rd 


L=] z-1 _27+ili 
at Fa Fa 525” 


= z~1 — ~71 — 22i 
i ae (2- 2)? +1. . 425 i 


命 A’=(1/6;)Im (£1), Aj = (1/8) Rell), 
A, = (1/63)Im(L,), As= (1/6) Re(L,), - 
äi | hr sha 
Se ee een ere; SETA 
f u| EDE e? cost 十 25e sint 350° cos 2t 


s4 iL ez sinat |, 


这 里 还 有 一 个 与 定理 9.3.4 对 应 的 定理 ， 它 是 关于 OC) 
有 重复 的 二 次 因子 的 情形 ， 但 我 们 不 准备 在 这 里 讲 它 。 

利用 上 市 所 导出 的 性 质 ， 许 多 变换 都 可 看 作 是 已 知 醒 效 的 
变换 。 
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例 9.3.3, TAR FARK, 它 的 变换 为 log(z ~ a) - log(z~ b), 
HE a, b RAR, RE ee 们 在 一 个 右 P 平面 内 
为 解析 。 


参看 习题 9.2.2， 我 们 有 


E T ye a ie TE E ee A 
glg- a) -log (x - 6) J =—— +: 


AE 


H hH Lua e- e ]=G l). 
从 而 
l Hæ) =| GH di=log@— a) ~ log (x— 6). 


因此 ， 利 用 习题 3.2.3 的 结果 ， 我 们 有 ， 


log(e20) - log(z =b) = L| wna], 


fA 9.3.4, AR- MA, EH Laplace ey 1/22 +k, 
HP R>0, 且 选 择 平 方 根 的 分 支 ， 使 得 它 在 中 平面 Re (z) >0 中 
为 解析 ， 且 在 实 轴 上 取信 Vx? +B, 

我 们 可 把 它 已 写作 3 ， 


WETE =L[ w(t) LL u(t) J (48) ] 
cina JuCRr)dz]. 
a T : i 0 
所 以 ， 所 求 的 丽 数 为 (5 Joki dr. 
在 结束 本 节 时 ， 我 们 给 出 Laplace 变换 的 简 表 如 下 ， 
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AD 


tie; c>0 | uÐETYIr le) 

2. 1/(z-a), :. l ujet 

3. 1/(z-a)*, ROO | uHe Jr 

4. 1/ (2+0), o>0 | u(Ðsinot/o ` 

5. z/ (+a), a>0 | ul(H coso? 

6. 1/2- œ’), a>>0 | u(t) sinhot/ o 

7. 2/ {2 — ow), wm>0 u(t) coshot 

8. 1/[ tz -+w], - a0 | u(Petsinat/a $ 

9. G- afz a)? +a], @>0| uie cosot E: 

10, 1/V 2 +B, u(t) J (kb) 

1i. tan~!(@ /3). w>0 | u(f)sinewt/t 

12. log(z~a)—log(z-5): | | (8) [Cet — ed) Je] | 

13. log (2? + œ) ~ log z?, wD | gu(f) [1 -cosof]/t | 

14, log(z?- w%)-log zz， o>0 | 2u(4)[1 - coshot]/t 
= W 8.8 


1. WHEA t Laplace 变换 为 


之 
Fi) GD at) 
OK He BB 
2. TERN Laplace 换 为 
22 十 2z 十 5 
(z? 二 2z 十 2)2 ” 
提示 : L Ct) }= - FLUON: 
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3: Ai Lachac FIBRE 的 公式 13,14. 
4. & LIf@J=P@)/[@-a)? +8), EPORA 
有 实 系 数 的 三 次 多 项 式 ， 且 a,5 均 为 实数 ,证明 8 
P(lz)_ AyztA; | +Baz+ Cs 
Q(z) (z-a)? +67 9 [(z-0)74+677 
这 里 A, By, An Be, URC, 都 是 实数 ， BOR AER 1 的 使 得 
P)O SLEG]. 


9.4 常 微分 方程 的 解法 
Laplace 变换 的 最 重要 的 应 用 之 一 是 解 线性 常 微分 方程 。 
我 们 从 具有 常数 系数 的 ， 一 - 般 的 inmates 


cod a a” 


On Fn nel at Pee ap ay 7 Goy= HOJ 9 


其 中 FORF t> 时 有 定义 ， 且 具有 一 个 Laplace 变 H, B 
们 要 求解 y(t) 5. ENT Do 具有 4 阶 连 续 导 数 ， 且 
“lim y®(#) = -bps R=0, 1 2… 和 一 1 


0 十 

如 果 我 们 取 它 的 第 7 次 的 导数 ， 则 有 : 
L[y A] =2ziY (2) = zip 一 2772 一 …* 
= 2b; 一 b; = 
=i (2) - Dba ; 

“这 里 了 (z LO] BREMIE, RIE 
Y (2) Baet= F (2) + È Oy J bzi 

= i=0 

= F(z) + Plz), 


BF) <LI, 而 (2) 为 一 个 -1 次 多 项 式 。 HL 
Y (2) =F (2) /Q(z) + P(2)/Q), 
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其 中 Q(z)= >> agate. 1/Q(z)=Llq@)], & Bal) 由 
定理 9.3， 2: 应 包含 形 如 ret 的 项 。 其 中 m 是 一 i 负 的 整 
数 。 所 以 由 容积 定理 ,得 

yD) =| fg- det LT P/Q). 


HA DS | FOG- ode, Ml DMM TMH O, 10, 
Yp(t) 是 原 方程 满足 Maum k=0, 1,2,%, n-1 的 ae 


个 特 解 。 另 一 方面 ，y.(D = L-P(2)/0(2) ] 是 卉 次 方程 
并 一 个 
an Fie + anes Gate 
满足 EO) =6,, R=0,1,-, 2-1 的 一 个 解 。 由 定理 9,3.2 
yl 人 具有 形状 为 e” HT. He "是 一 个 非 负 的 整 数 。 我 们 
称 ye D Fh Mo 
Pl 9.4.1. 考虑 图 9.4.1 中 所 示 之 电路 电流 7(b 满足 
的 微分 方程 是 J 


af ee zeü: dy, +agy= 0 


dl. pdI i_d 
dt RG EE, 


FCA BT, PRD RR aS CMB IE BR, B BORRAR 


Elt) 
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A EG) =Eosinct, Hi Eo KoE. O= A 
7'(0)= To, MIG). BRB, BNA: 


H[2G(z) - -2ig-14]+Rl2G(2) - L] eG (2) 


att OE oz 
| zZ tae? 
EGOIN Laplace BR, WA 
oE HIoz+H15+Rlo 


ae (27+ od (Hz +Rz +1)" (H2 + Re+ E 


补 解 的 那 一 部 分 的 Laplace 变换 是 ，， 
Ce 全 
He +Rz+ ka 


Ionz +16 +RIVH 
[+RI2H)P+ LQ/HC)- 4H? | 


_Igz+ 1, +Rlo/H 


Gra tot 
我 们 有 以 下 三 种 不 同 的 情况 ， 
el KE i : 
TERR Ea. ne oe me 


了 oz 十 ree era Lt a) 
(2 +a)? Eo (z+a)* +032 a 


4 LUS= fee hos cinia 
(z+ “ay? +a? 
一 Llutt) Toe "coscot ] 
+ El a Ae sinwogt |, 
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A=070- Tool oot nt. of wall, 
af 
š R>0, W a= R/2H>0, 
FEL ARE, 如 果 a 很 大 ， 则 它 很 快 的 衰减 
而 洽 失 。 
情况 工 MAME 03 =05 这 就 是 说 1/HC=R2/ 4H, 
-在 这 情况 下 ， 
Ipztlp+Rlo/H _ Io(zta) ep aly+RIolH 
{z +a)’ A (z +a)? 
= Ll u(t) [ge] + LEu(t) Bte], 
BHP B=1,-alot+Rio/H. BAa=R/2H>0, 解 的 这 部 分 
如 同情 况 TBP RBH SER (Be HS H 


WRI 过 阻尼 上 o=- RHI= -pj<o. 


在 这 情况 下 ， 
I+ +RIJH_ 7o(z 十 C) 十 75 -cro 十 RISH 
(z-a) - P? (z+ a) = pF i 


= L[ ult) Jye7*! cosh At] 
© 4 L[u(t)De-*sinh At], 
其 中 D=(16-Joa)/B+R/o/ BH. RAAR Be 地 BR 
ik, AA 


e~*coshft = + [ @ 7PX 十 e eth] ， 


e etsinh pt =L [ee pf -orpy] ， 


-以 及 a+ B=R/2H+VR*/4H* -1/HC>o, HH a-ß= 
R/2H - VR AFP ~1/HC>0. BR, RK, KBAR 
REH. 
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对 应 于 
wf oz/(H2* 4+ Rz+1/C) (2+ œ) 
的 那 一 部 分 解 可 利用 定理 9.3.4 确定 。 它们 是 变换 中 以 下 形式 
的 项 : @/(2? +02) R 2/ (zz +a2)， 并 分 别 对 应 着 inot 与 
coset, 为 了 确定 解 中 这 些 项 的 系数 ， 我 们 应 计算 


£,= lim oF 92 | ioo _— 
i ssi HZ +Rz+1/C = @ H+ Roeit1/C 


be cen iw Eo 
G N = 
B a (ef- 直 ) au 
Ri (ena) + (oH- LYY 
Ay Ks oH- 3C (BUTI beat Bt), 以 及 = 一 RAX GRAE 
它 为 复数 限 抗 )3， 则 


_ ef R iX 


(Hz +Rz+1/0) (2+ 0°) 


ate “DTR Eo(E sin ot- X coset) | +3800 


= T Cot- g) |I, 
Hh cosg= R} [zl A sing= X7 |z|, KRBB. d=argz, H 
“其 他 项 ”是 指 在 情况 1、 工 、 丰 中 所 汪 到 过 的 那些 类 型 的 项 。 
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Arisa, 我 们 将 要 把 这 些 “其 他 项 全 并 到 th Ae P 
去 ， 并 写作 : a 
(有 一 =" © sin (cot — $) + HEM, 
其 中 “ 暂 态 解 ” 为 以 下 形式 的 解 ， 
情形 工 Me "icoswot+ Ne“ sinagf, 
情形 Me ANI”, 
情形 于 Menta 十 Wererpt， O 
-CIETE RE. IEN 情 况 而 定 而 解 
(Bo/ lz| sin(ot- ¢) 这 一 部 分 称 为 稳 态 解 。 因 为 这 一 部 分 解 
”在 很 长 的 时 间 以 后 ， 当 暂 恋 解 衰 沽 而 消失 后 ， 它 们 仍 将 保留 下 
x, i ` | 
Laplace 变换 还 有 效 地 可 用 来 解 常 微 分 方程 组 。 考虑 
99.4.2 中 所 示 的 电路 


图 9.4.3 


” 例 9.4.2. ER MBL, Hie mB 
- 电 。 因 此 电流 必须 满足 方程 


ERI+(/C)) i ace Ht adh 


‘dt ?7 
24r 


z d pdh 
0= RI, +H: - gdh, +00) hie. 


TEA PR ER, RATA 


Es=RI+2 lt Hali~ Hzl,, 


0=RIs+ tls +H- Hel, 


这 里 ， 为 简单 起 见 , RIEA Ew DEI, 代表 它们 各 自 对 应 
的 Laplace 变换 。 解 册 Ty Blo, BATA 


En] Het Rt Ge ] 
"Ceres LY -Hoe 


Cz 
"E inz H 


“Ur ee Hee 


SHR. 
H2+R+4-) -He 


se = R i; Pin 
| cs 
= &T() Ei, 

RP ck ， 
了 (= 一 


ZHR : 
ZHR +(22 +R?) +2824). 
称 为 网 络 的 “传递 画 数 ”。 将 问题 写作 EE。 二 了 (2) Ena 的 形式 
MARA AIA, MAERA LAM Laplace RUS, R 
们 可 以 很 容 多 地 求 出 输出 电压 的 Laplace FH, HEAT LAA 
变换 求 出 输出 电压 ， 在 此 需要 注意 的 重要 事项 是 应 用 Laplace 
变换 求解 常 微分 方程 组 的 问题 转化 为 解 代数 方程 组 。 对 于 分 析 
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更 复杂 的 网 络 时 ， 线 性 代数 与 第 阵 的 知识 是 重要 的 。 因 此 ， 我 

们 不 再 讨论 这 个 问题 。 
ee adn es 

BRAI, TEn 的 Laplace 变换 为 7 (2) fe, 


T =L[A() ], 


其 中 ACE) GR A As HALPER RGA A 28 t “UL, IR 
分 原 方程 ， 我 们 有 


dE, dl d21 a21 
di =R LA AG TO 


mee ee dI pdl 1 
: ale «til Hae +T 


并 取 它 们 的 变换 ， 有 : 
py 2RI,+ 


Jy 


ELH eh, 


0 一 2 有 72 十 als PHI- PHI, 


Eu= Rly =E jn = Te). 


Fle, RMBH 
Ew =|" po CE 


A(t) 称 为 网 络 的 导 纳 。 

网 络 分 析 的 一 个 重要 问题 是 所 谓 “黑箱” 问题 。 假 设 给 出 
一 个 “黑箱 ”， 它 包含 一 个 网 络 ， 拌 设 我 们 只 知道 组 成 网 络 的 
元 素 ， 即 电阻 、 电 容 和 电感 。 并 假设 有 两 输入 端 和 两 输出 端 。 
在 十 分 一 般 的 条 件 下 我 们 可 用 单位 阶 跃 栈 数 通过 网 络 来 确定 网 
络 的 响应 ， 并 由 此 确定 网 络 的 导 纳 。 履 来， 一 般 说 来 ， 其 输出 
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RH | | 
; Eia =|'F},@AG-adr, 


确定 网 络 的 传递 丽 数 的 问题 通常 称 为 网 络 分 析 ， 而 给 定 传递 本 
数 的 情况 下 实现 网 络 的 问题 称 为 网 络 的 综合 。 


| 习 题 9,4 
1. 应 用 拉 普 拉 斯 变换 解 徽 分 方程 
y" +3y'+2y=e7%, t>0, 
其 初始 条 件 为 | 
- yO) =y Ry’ (0*) =p. 
2. 应 用 拉 普 拉 斯 变换 解 徽 分 方程 
y +oazy=sinwt, t>0, CEROT 
其 初始 条 件 为 
y(0*)=y'(0*) =0. 
再 考虑 o= wo 的 情况 。 
3. 用 拉 普 拉 斯 变换 解 积 币 分 方程 
y + vades, 10, 
初始 条 件 为 
y(0*) =o, 
a’ +y’-x2+3y=e"," x 十 +2ety=e f >0， 
MARR EH os 
gui ; , 20") =z, 960") =yb. 
BUF A EE YER EGE A HH E Hi — PHB RE W 
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微分 方程 的 解 表示 的 ， 那 来 它 的 Laplace 变换 为 如 下 的 形式 
Y (2) = F €2)/Q(z) + P(z)/Q(2), 
其 中 
Q(z) = 一 好 ,2 sig: od gt: .十 ai + dos 
其 中 oa, (=0,1 2 是 微分 方程 的 系数 ， 我 们 假设 它们 是 实 
Hk, FP) 是 微分 方程 的 强迫 项 (输入 项 ) 的 变换 。 拉 且 P) 
是 mn-1 阶 的 多 项 式 ， 它 包 会 初 始 条 件 。 我 们 称 PCz) /QLz) 的 
北 变 换 为 方程 的 补 解 。 并 且 已 经 看 到 对 应 于 Q(z) 的 一 个 m 次 
HME, BERS PH. - 
a S +A, tt ert, ar 
这 里 系数 A, 1=0/1--, m-1 RRETH RE E r<0, 
WARE RAS PEAT. GX DY toot Fe. Ir] BS 这 
iF EMRa, Hr tig Hehe Att Ep, 则 在 补 解 
中 这 一 项 有 如 下 的 形式 
i [ Apcos ets gt + tA cos gt + Bysin gt) + + 
= +8 1(4，icos of + B singt) Je”, - 
RH r<o, SARS AL ec TS An fe 
9.4.1 中 看 到 的 ， 在 “ 
yet). = LF (2) {Q(z)] : 
中 也 具有 这 种 形状 的 项 。 虽 然 -一 般 地 ，， seas 
SMM AN. La EAR. KERRI 
RRETH “BAM. WEA MMH rRe 
zj 是 Q(2) ER. AR TRIERA IR” EO 
对 一 切 的 j 成 立 ， 暂 态 解 成 为 其 正 的 EEE MER 
下 ， 稳 杰 解 在 一 个 合理 的 时 刻 之 后 变 成 了 输出 的 决定 部 分 。. 
绝 大 多 数 的 系统 都 有 随机 的 波动 ， 它 们 都 不 是 输入 的 部 
分 。 它 们 给 出 了 一 组 新 的 初始 条 件 ， 并 有 引入 暂 态 的 趋势 。 如 
Rik AR TLRS, RTIRAR AR 统 是 稳定 
Bigs. 


的 。 由 我 们 上 面 所 说 的 ， 我 们 有 下 述 稳 定性 的 折 别 准则 : 
如 果 一 个 线性 系统 的 输出 是 常 系数 常 徽 分 方程 
FB ay Fb my a taw=/ 0) 
的 一 个 解 、 MA BRS oe 
= Q(z) =a,2" 十 gur12 t+ ba -Haz + ag. 
的 一 切 根 都 具有 仙 的 实 部 时 是 稳定 的 。 
， 例 9.5.1. 设 一 系统 有 输出 y( 丰 ， 其 中 
ay! +by' tey=f(D, 
证 明 当 且 仅 当 s, b, fic 都 共有 相同 的 符号 时 系统 是 稳定 的 。 
.不 妨 设 a>0, BARBER, PT ARA- 1. eee Fae 0 
具有 实 根 .ri Ree, ill 


ae 2+(*)2+(£)= (2- en ra) 


. =z- E 
OSE ~ (ri. RRI (c/a) =rirs. Brier, 两 者 都 是 负 的 ， 
则 6>0,.c>0, 反之 , Har0,.b>0, >0, 则 mr 必须 
是 负 的 。 车 oz: +bz+c 一 0 有 复 根 r+i9， 则 


2 (et )= (a= 了 一 1q) (2— rg) 


ae, He = r | 
BR, 当 且 仅 当 >8 及 co 时 rcok 

在 例 9:4.2 中， 我 们 考虑 了 更 复杂 的 系统 ， 但 不 论 癌 何 ， 

我 们 总 能 抠 解 写成 如 于 的 形式 ， _ 

TE 

EuT En T= Re), 
其 中 TOR? ty IER ts TTI. 在 这 个 例 中 , 我们 
把 所 有 的 思 始 条 件 都 设 为 种， A 如 果 我 们 从 非 堵 的 初始 条 
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PEF, WR E 解 中 将 引入 形 如 Pele) 的 一 项 ， 其 中 
Pi 与 @(e7 是 实 笋 数 的 多 项 式 ， 并 且 已 (z) 的 次 数 低 于 Q(z) 
的 次 数 。 因 此 ， 这 里 解 有 与 上 面 的 讨论 中 有 相同 的 考虑 。 这 里 
将 有 一 个 来 自卫 (z) En 的 稳 态 解 ， RATE) 及 
P(z) 1Q (2) 的 暂 态 解 。 而 稳定 性 的 判别 准 则 与 前 相同 ， 即 多 项 
式 Q(z) 的 根 的 实 部 是 负 的 。 

例 9.5.2. 证 明 例 9.4. 2 中 的 采 统 是 稳定 的 。 

在 这 情况 下 ， 


jZ s (2H Je 2R i 
Qe) =2HR2 +È2 +R: ) + Berd. 


如 果 Q(z) =a? +bz2 十 cz 十 d， 可 证 《习题 9.5.2) ERY 
a>0, = d>0, Wh bce-ad>0 it, Q(z) 有 实 部 为 负数 : 
的 根 。 这 ` 


a=2HR>O, c=2R/C>0, eben 
且 
2g 2R. _2HR _ aR 2HR p 


我 们 将 给 ERPE ET AE ua 其 一 是 代数 性 质 
的 , 另 一 个 是 夯 数 理论 上 的 。 我 们 全 看 到 在 上 面 每 一 种 情况 中 ， 
系统 的 稳定 性 依 顿 于 多 项 式 OZ) WENA. R i i TÈ: 
Q(z) =0 为 系统 的 “特征 太 程 ”。 

Hurwitz 稳定 性 物 别 准则 ， 设 


QZ) =0,2" + on_12"! Pm .十 alz 十 00 一 0 


是 一 一 个 线性 系统 的 特征 方程 ， 其 中 ai， 1S0 ani 是 实数 ， 
ae Hy HAR FAT FIX Pee aS 
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31 .Go Ql a 0 31 ca 0 0 
Q3 zis Q3 :dr ay Qs 0 @i do 
G5 a4 Gals Qs G4 43 a, 
Q7 gg as a4 
为 正 的 时 系统 是 稳定 的 。 


这 个 准则 的 证 明 与 证 明 Q(z) 的 所 有 根 的 实 部 为 负 数 的 充 
要 条 件 是 一 致 的 。 它 是 代数 性 质 的 , 我 们 在 这 里 不 准备 给 出 *。 
n=2 的 情况 见 例 9.5.,1，n==3 的 情况 见习 题 9,5.2 

Nyquist S EE A 

设 ， l 
Qu): =a?" + apa T “十 Gilz 十 Go 一 0 
为 线性 系统 的 特征 方程 ,其 中 oi,i=0,1,…,n 是 实数 , H Q(z) 
在 由 回 上 没有 等 点 。 则 当 且 仅 当 ”由 ~ ce 变 到 co 时 Q(iy) 的 幅 
角 的 改变 为 mx 时 系统 是 稳定 的 。 

它 的 证 明 是 建立 在 幅 角 原理 上 , 朗 定 理 5.3.1. RRS 
定 的 ， 则 Qxz) 的 零点 均 位 于 左 中 平面 Re(z) <0. RIER H 
上 以 及 右 什 平面 中 沿 着 中 共 为 丸 的 大 中 园 弧 上 应 用 幅 角 原理 ， 
则 Aarg8(z)=0. 对 于 充分 大 的 尽 , BAZ HANWHA 
a, Rei’, ft A J arg a, Re in? oma, 因此 , “4 yH - oo 变 到 oo 
Bi dare, QU =n, BA, HAUR. | 

例 9, 5.3.. ERRENTE Q(z) = 23 * + 22? +2+1=0 所 
控制 的 系统 是 稳定 的 。 

由 于 


* $8 5.V.Uspensky, Theory of Equations, New York: McGraw 
-HiH Book Company Inc, 1948, pp. 304-309, 

n 这 时 不 是 通常 结 出 的 Nyquist 利 别 准则 的 严格 形式 ， 人 得 由 于 采用 了 相 网 
的 东 本 好 念 ， 我 们 将 有 更 为 自由 的 、 广 义 的 形式 4 FA rio AF HY. 
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Qly) = -iy ay? tiy tl, argQGy) 
一 tan ily- y®)/(1 - 24°. 
开始 ， 当 y= - 00 上 时， 我 们 取 arg(iy) 二 - x/2， 以 后 当 y 培 加 
到 co 时 考虑 arg Q(iy) 的 改变 。 肯 定 地 说 ， 我 们 取 tan 的 值 
要 在 arg Q (iy) PIE SEA RSE. HERA 
fargQ Gy) =32, 
这 表示 系统 是 稳定 的 。 
对 于 控制 工程 闹 来 说 ， 当 系 统 中 产生 反馈 时 ， 常常 出 现 重 
PE 现在 用 框图 把 这 系统 表示 出 来 ( 见 图 9.5.1)。 


oo 
Es, ts a 一 个 线性 器 件 ， 其 传递 丙 数 为 P, (3/04(2), 
area 个 装置 反馈 回去 ， 这 装置 的 传递 两 数 为 


P2{z) 17GQaz(z)， 
ba a 
Em” 3 (z) y Eia Ds 


: _ P,(z) 
Pout =O (gy Eom 


其 中 诸 EL RRR RR. RTA ER I F H 
H E auis 我 们 有 
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E = P,Q2 
~t P Po + QQ: Fin 
因此 ， 系 统 的 特征 方程 为 
Pi(2) Pale) + Qi1(2) Wz (2) = , 

并 县 我 们 可 以 用 上 壕 中 的 任何 一 个 制 别 玲 则 a E 系统 的 稳定 
性 。 

假如 被 沽 的 元 素 涌 失 ， 我 们 这 时 有 以 FI RK: CLA 
9.5.2) 


4 E; -a Pz P,Q) 
QHZ) Qe) © 


ieee: REIERSEN RY 
， Qu(z)Q:(z) 一 0, 
ERATE AIRE 所 以 对 P Re (z)20,. Qi ) O22) 
RAE. 考虑 - | 
R@= P, (2) P, (2) 10, Q: (z}_ Pi) Pr(z) 
QQ) AQ 
DRAMAS HA RO LA Pb Abe a TA eas 
.对 于 Re) YAR AR, A 
AareR (iy) + Annn (z) =22(N - M), 
HENE Q Q 在 有 中 平面 中 的 需 点 的 数 自 ， 而 M Æ P, Ps+ 
Q Q 在 右 站 平面 中 的 雳 点 的 个 数 。 由 于 闭环 的 稳定 性 , V=0, 
因而 得 到 M0. Rint, Pi 的 次 数 是 小 于 或 等 于 Qi 的 次 
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Be. FE Ps 的 次 数 小 于 或 等 于 OMAR, HA Pr Po 的 次 数 
小 于 或 等 于 QOQ WAM, HAA 

Pi(z) Pa(z) 

a 

它 为 有 限 信 。 由 于 这 个 理由 ， 感 轴 在 一 R(z) 的 变换 下 , JERR 
， 象 为 一 闲 曲 线 ， 且 车 开 环 为 稳定 的 以 及 AargR(iy) 一 0 t, R 
镇 系统 是 稳定 的 。 如 果 在 w 平 面 上 的 闭 曲 线 w— Rov) 不 包含 
”原点 在 内 ， 上 述 结论 是 正确 的 。 习 惯 上 ， 常 画 出 曲线 ` 
w= R (iy), 
其 中 
Pils Pu 
| Qi (2) Qs(2)° 
但 是 由 于 由 = 邮 十 1， 故 有 以 下 结论 ， 若 开 环 是 稳 EM HE 


曲线 w= 二 及 (iy) 不 包含 -1 在 其 所 围 域内 ， 则 反馈 条 统 是 稳定 
的 。 这 就 是 关于 反馈 条 统 的 Nyquist HREM, - 


Pje = 


习 9.5 


L FSR OW RAR, LARA + ig, 证 明 
它 有 零点 >- ig. 

2. WARR 24 a, b, c, d 及 be-ad 有 相同 符 弛 了 村， 
az3 十 5z2 +cz+d 的 老 点 在 左下 平面 内 。 
3. 某 个 系统 的 特征 方程 为 2 十 2’ 十 422 十 2z 十 3 二 0, 利用 

Nyquist 刊 别 准则 确定 系统 的 稳定 性 。 l 
4. 当 开 环 为 不 稳定 时 ， 其 反馈 系统 是 否 仍 有 可 能 是 稳定 
的 ? 
提示 ， AEN > “0 的 情形 ， 推广 Nyquist 特别 准 则 ， 并 处 
理 此 种 情况 。 ` 
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9.6 储 微 分 方程 的 解法 

在 第 8.6 节 中 ， 我 们 已 说 明 怎 样 用 Fourier 变换 去 解 偏 微 
分 方程 的 某 些 问题 。 因 为 Laplace 变换 恰恰 是 一 个 在 复 平面 上 
旋转 2/2 的 单 边 Fourier HM, Ask, BRAS, Laplace 次 
ROAD Mao Fe. PXE, AAR ALSO 
Fea 然而 ， ODE TI cere Laplace 变换 解 题 的 
方法 。 

例 9.6.1. 试 求 一 根 中 无 限 长 的 弹性 纺 的 位 移 ， 它 开 
始 时 静止 于 其 平衡 位 伍 ， HE r= 处 及 t= ne 给 一 位 移 
MP: OO=/@®), ABTREMT: 


ee = ape . a0: t>0, 


‘u(x, 0)=0, * x0, 
a ‘by (x, 0).= 0, - - rÙ, l 
u(O,F9= ft), #>0, 


lim u(x,t) =0, t>0, 
”关于 时 间 变 最 + PER A | 
| U (x, al" "uae dt, 
则 


解 出 U(x,z)， 我 们 得 
` U (x, 2} = eev d4 Ben, ads 
变换 在 一 个 右 中 平面 内 存在 。 因 此 ， 对 于 


Re(z)>c>0, limU (z, 2) =0, ` 要 
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这 就 导致 4=0. AE 
U (0,2) = ("Fa edt = F (2)=B, 


且 由 定理 9.2.6 得 
U (7, 2) =F) eG ae , 


u(x, t= A(#-2) u(t-2), 


其 物理 解释 为 : fic B ERZ EARE a 传播 : 邹 在 未 传播 到 
z+ 二 af 之 前 ， 在 此 点 处 汕 有 位 移 ， 而 其 后 ， 这 点 的 位 移 是 由 端 
点 所 产生 的 位 移 传 来 的 。 如 果 设 f(D 是 两 炊 可 微 的 ， 可 证 这 就 
是 方程 的 解 。 

例 9.6.2, 试 求 中 无 限 长 的 弹性 屁 的 位 移 ， 其 端 点 是 固 
定 的 ， 并 有 初始 位 移 ul, O =g), HERAA. 

间 题 可 写作 下 面 的 形式 : 


Ur 一 Eus x>0, #>0, 


u(xz;0)=g{r), o RO 

.. a,(2,0) =0, x20, 
4(0,#) =0, FBO, 

lim u(x,t) =0, a ho. 


我 们 关于 时 间 + AHR, 
U (2,2) = [ uD edt, 


eu z? 2 

Ox? a = ~ 32 9@). : 
LOTT UNIS URN. 利用 边界 条 件 U'(0, 2) =0 及 

人 可 得 . 
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U (x, z} = 二 | 9 (£) [ eT rÈ) = e/t ] as 


十 二 | gle ‘NE—r) 。 e`: e/ovtat Er) GE 


os (z, @) 
=i gtatane dnt LI glr-an)e "dy 
2 io ae -2 Jg 


-| g(an -rz)e "dny. 
2 íz, a) 


A ALA 9) FETE A SBP ex), 定 
Ra@=-a(- xy, W 


U (x, 2) = 十 | 9 (x+ane "dy 
Er 


+ 二 | se -ane dn, 
RMBH EME LP ie 
u(x, t) =F g(e+ait) +g- at) 


的 变换 ， 基 中 g(x) 在 第 二 项 中 必须 理解 为 奇 西数 ， 如 果 g(x) 
是 两 次 可 微分 ， 可 证 这 就 是 问题 的 解 。 


习 题 9.6 


l RE Um- (2/a)U= - GID MMU G2), 
它 满足 以 下 初始 条 件 ; UO, 2)=0, 及 lim U(x, 2) =05 其 中 
Re(z)>c>0, 

。 2. 在 例 9.6.2 中 ,车 初始 速度 为 u(x,0) = A(z) 但 初 
LEHR, MHo 
3. 利用 例 9. 6.1，9.6， 2 及 习题 9.6， 2 证明 下 述 问题 是 


$54 


waa 


可 解 的 ， 
u= (1/8), xD>0， 103 
u(x,0) = g(r), u,(x,0) 一 AZ)， 
u(0,0=f/(#), lim u(x,t) =0, 


“ 4. 利用 Laplace 变换 ， 对 二 在 两 问 *=0 及 = 1 处 固定 
的 弹性 续 ， 若 无 初始 速度 ， 但 有 初始 位 称 ule, 0) =Asin wz, 
RM ERE AI | 2 re 

9.7 积分 方程 的 解法 

由 于 Laplace RHR HW BRE Hy A (SEH 

9.2.7) 与 Fourier 变换 所 取 的 容积 定理 的 形式 《参看 8.3 蔬 } 不 
同 ， 所 以 为 于 用 Laplace 变换 求解 的 积分 方程 也 有 所 不 同 ， 现 
在 让 我 在 f>0 NOR Fatty Volterra RAH: 

u(t) =] G) + [ka 一 “ude. 
Fe a) RAR Be. BY RCD 时 £0) 45 kO Laplace 
FEA Bs (2) GK (2), BBR, WRU (2) u(t) AY Laplace 
AEH, Til OU 

© UWD =F (2) 4+ K (aU (2) 

5 wa | 


Fi) . 


TOSK 


例 9.7.1. 解 积分 方程 ， 
u(t) =1 -[ -nurar, t>0, 
由 于 这 里 SO =1, ARO=t, 所 以 
ii 
UMS ETRY O ne 


ë 


U (2) “344! 
或 
 #(t}=cost. 
Laplace 变换 对 于 求解 某 些 第 一 类 的 积分 方程 很 有 效 。 
部 ， 对 未 知 阔 数 仅 出 现在 积分 号 下 的 情 形 。 例 如 ， 当 1>0 时 
求 满足 


FO =| kG- rue) dr 


Hud). BERGO >a fH HAG) A Laplace FM, EM 
PIAF GK (2), BA. 
F(z=K(2)U(z), 


其 中 U (2) Ayu Ct) iy AER, Wl 


U(2) =E 


. KE 
例 ;9.7.2: 求解 .Abel 积分 方程 ， 

f(t) =| 9 de, 
这 里 JO BEM, ARE = 的 Laplace 48 i E F (2), 


KROS, EARRA TADA, Wie 
y a U(z) 
Vey? 


F(z) = 


Ve _z/V xa z 
UG ZR) = a(z F(z y)=2 K (2) F (2). 


所 以 ， 由 定理 9.2.2 R 9.2.7, 


| fO) g 
T at o t-r = 


除非 f(D) 是 已 知 的 ， 否 则 我 们 不 能 具体 把 它 的 导数 写 出 来 。 例 
356 


a(t) =— 


如 ， 和 车 设 fi 二 tf， 则 


gir 


ae T = 7 an 


Sou Gs Za 2 


习 题 9.7 


1. 解 积分 方程 ， w@h=14 | -run dr, t>0. 
2. 解 广义 Abel a et 

fa) =" 

3. 写 出 解 积分 方程 组 

u(t) =F) +) ae- wy (ede + | klt- Dwr) des 


G- dr 0<a<l. 


u(t) = g(t) + [AC a Ce fet _ u(r)dr, 
的 方法 。 
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第 十 章 渐 近 展开 式 


10.1 IFEX 


为 了 引进 渐 RFF 式 的 的 念 ,让 我 们 考虑 画 数 
i est (1+8) dt, 
这 是 +E) 的 Laplace 变换 ， 因 此 它 在 Re(2)>0 时 是 解 
析 的 ， 一 个 初学 者 可 能 会 想起 要 去 展开 (1 二 PTS- t tt- 
-HENRI F ”项 是 : 
Fe - 1)" p dt= (- Do er — 2)1 


KARRAR S ODT OCOL MEREEN, 
ARR PO H1- 2 +P RFE <1 mi 
且 事实 上 ， 所 得 的 级 数 对 一 切 = 都 是 发 散 的 | 


另 一 方面 ， 如 果 我 们 写 出 : 


a e 
1+? 


由 于 这 是 有 限 和 ， a 所 以 


( a 1) "2" 


=1- fe tite gp Cate e+ ; 
(=p +P 


+ (-1)" 7 (an-2)t, FR). 


peal 


其 中 
et gen 
Let 


R= DSS 


258 


现在 ， 
ewes pin 


IR ol=|| T+ 


4p z+), # H- (2/2) +a Sarg z< (2/2) -a, ee 
出 r> !z! sina, TEA 

(2n)1 1 | 
| r IR, a(z) < (sina) Tal. Janti“ £ 
对 于 固定 的 x, e IR. (2)! =0. 因此 ， 虽然 级 i 对 一 切 = 
都 是 发 散 的 ， 但 是 ， 对 于 充分 大 的 lel.» 级 数 的 有 限 项 的 和 仍 
然 是 而 数 的 一 个 好 的 逼近 。 在 这 情 况 下 ,我 们 说 RKL- 


~ … 是 已 知 图 数 的 一 个 渐 近 展开 ,并 写作 ， 


af. pat pe dine! 


gent $ 


i A O E S 
ETO z oz z’ á 
其 中 >z 关 0， H- (2/2) +a Karg 2<(x/2) - 

求 得 这 个 展开 式 的 另 一 个 方 法 是 用 分 i 积分 法 。 对 于 
Re(2z)>0, FFO=a+A7, WE 


[ep @at=— 


Taa n ie 
Peal Orah Od 


ll 


1 二 H -2i fil! 
Pi Af" o+ e "dt 


=1-2 CERTIORES Le ee 
fod Bl at l paji 
a oR 


iE = en 2! fa (t) dt. 
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为 二 证 明 OP! Cand, BELL. 
ale" ror aij Cnt [estat 


Zn 
OO D 
( |z| sin a)2"tl ? 

其 中 z#0, -2/2+a<argz<a/2-a, 

AERTAL RE FAAEA. BRE 
延 拓 的 复 平面 中 的 一 个 域 ， zo 状 卫 的 一 个 极限 点 。 

定义 10.11. 一 个 有 限 或 无 限 的 醒 数 序列 {1w,(z)} HER 
中 对 于 zz 是 一 个 渐 近 序列 是 指 ， 如 果 每 一 个 w;(z) ER e 
AEM, FFA w2) =0(w,(2)), KREK 


lim lwp l2) /wz2)| =0. 
zo g 


am» 


E 10.1.2. 设 /(z) 在 尺 中 有 定义 ， 状 设 {ow,(z)} 是 
ER zz 时 的 一 个 渐 近 座 列 。 如 果 在 中 ， 当 zz 时 


f(z)= È awal2) tolwy)s 


则 称 级 数 BS agen, (2) 为 /(z) ERS zzo 时 的 NN 顶 MERE 
开 式 。 | | 
如 果 级 数 是 f(z) 的 一 个 入 项 的 渐 近 展开 式 ， 我 们 将 写作 
| f(z)~ Hawla). 
RON =1, RAVE 
f~nn w (2) = 92), 


并 说 9(z) BY zea 时 f(z) 的 一 个 “ 渐 近 公 趟 ”。 
定义 10.1.3. Ë {w,(2)} BR zzo 时 的 一 个 无 限 
AMARA, FR ERAN, 
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fa~ Baw) 
R È o,w,(2) 是 2>zo MARERE RIR 
并 记 作 ; o 
f(z)~ Ba, w, Cz). 


定理 10.1.1. WK f(z2) M z>zo。 时 的 渐 近 展开 式 


Žao) 的 系数 ， 可 以 懈 定 如 下 ， 


e= Dea, w,(2) 


= lim f- eh 
由 W =1 开始 , 此 时 , 我 人 有 


f(z) =a wi (2) 十 gitz), 


证 明 


其 中 (2 一 20)) Mw 除 上 式 ， 得 ， 


i [OR z Di(2) = lim ID 


wi (2) wy (2) seq WI Gy 


者 已 确定 了 Gj s 02, 


"anas BAR, RTIA: | 
l f(z) = aywy(z) + 3a,w,(2) + gw(2), 
“其 中 ， 当 229 时 gre) =o(wn), WR, 
N-1 
F(z) a nz) 


ay = a= _ gn(z) 
wy (2) - Wy fz). 


o gI- Bawl) 
a al 
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定理 10.1.2. HAO, 02), w), wn (2 ER VA 
定义 ， 设 

fa y 

A py { wlz) 一 | 


对 于 R=1,2, 0%, N AEX, HERAF, BWR, PEG 


ÆA f(z) 42> 29 HRAN BASE IER 
证 明 ”我 们 必须 首先 证 明 fav(z)1 是 一 个 浙 近 序列 。 由 
a, 的 定义 ， 知 


F(z) - Bow, @= gn(2) =0(w,); 


f(e) - È aw, 2) = anwa (2) + halz), 
EP him olw,), BY 
{apr + haf wt | = gr=0{(w). 


但 是 dim tha lees] =0, H Gr #0. 所 以 存在 一 个 Zo 的 e- $i 


域 ， 站 得当 z E Re HE e- 邻 域 中 时 
dnar F hal Dany 关 0. 


因此 win 二 ow 最 后 ， 所 有 的 这 些 a daa 用 相同 的 方法 
确定 ， 而 使 得 ， | 


Ta Ža, EET 


其 中 k=], 2, N. I 
定理 10.1.3. 设 fo 是 yti RMF z>z0 时 的 一 


个 已 给 的 渐 近 序列 。 设 名 oww。(z) BR Bf) 当 >>zo 时 的 
N 项 的 渐 近 展开 式 ， 则 渐 近 展 开 式 是 唯一 的 。 
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证 明 E Dbw) 是 另 一 个 汤 近 展开 式 ， 则 


b, = lim: fz) =a, °° > ar E 3% 


< Wy (z ) 2 


bs = lim Oe (z) =a, 
Sp . 
oe o HEERA 作 网 洒 近 展 开 
趟 是 唯一 Mo 然而 ， 由 于 不 同 的 渐 近 冯 列 , : EARR phi 
FER AME RAR, 例如 


ilai +242 + 


z+1_ (z+1)’ 


er et (z+1)222 + Ck 1)2 zt pee 


当 z>0 时 两 者 均 为 I 展 开 式 。 它 们 当 ,zl <1 ER 
Ho ARAK, WERFT AEKA, 也 可 以 是 发 散 的 。 
-AEAEE RFR AEREA i h 渐 近 展开 
A, Pi, A ws(z) 二 2 ， 则 {w2} 是 当 .?>Po 时 的 渐 近 
序列 。 这 时 因为 Lim] 2" pl =0, 4 R= {2 Re(z)>0}. 


WA, g(z) =e"? ER ae oe 时 有 一 一 个 渐 EFE WAE 
展开 式 。 这 是 因 为 H n= 1，2;,3，… Hf lim 2" ere 所 以 ， 


RAE Sh f(z) 在 RR 中 当 200 有 一 个 用 {wl2)) 
表示 的 渐 近 展开 式 ， 那 么 ，/z) +g(z). 也 有 相同 的 渐 近 展开 
Ko HAZ, 一 个 渐 近 展开 式 并 不 能 确定 西数 ， 人 
TER PRU zo 时 的 近似 信 。 T As 

定理 10.1.4. 设 w,(z)=(z~ zi)”, n=0, 1, 2, 1, ER 
中 ， 当 >->zo 时 ， 对 于 (zy)， 如 果 | 
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Ha) = Baz - 20)" +01 le- 20)"] 


对 入 二 0,1,2,… 成 立 , WW Bhan (2— 20)" 是 f(z) 在 R 中 当 
z>zo 时 的 一 个 渐 近 震级 数 展开 式 ， 记 作 ， 
He~ Baz - m 


HEME, fwn (2)}= {(z- zo)"} 是 一 个 当 z>zo 时 的 渐 
近 序列 。 因 此 ， 这 正 是 渐 近 展开 式 中 的 -一 般 定义 的 一 个 特殊 情 
形 ， 一 个 重要 的 情形 是 当 za 一 “时 的 情形 。 fERH, eee 
nN, me 
f= Beton, 


WER z> 时 ， 我 们 记 ， 


KORR Sr ; 


3 题 10.1 


TERR HOR Èo, w,(z) 是 wie 4 2>z, 时 的 一 AN 
KARERE, 则 它 取 1， 2, enea FAURE a — NA i 
2， 证 明 二 -对 + 全 -oE 
F edt E) dt, : g 
FER = [2] 2+0, Wp acae zx/ a, <a<canlaj 中 ， 
当 zz) 时 的 一 个 渐 近 展开 式 。. 


3. 设 f(z) 在 zo 处 解析 。 证 明 f(z) 的 Taylor 级 数 展开 
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Whe f(z) 当 zzo WN PRE RHA, 

4， 设 1(z)~~ È awe) ERY 2>zo 时 成 立 ， 证 明 在 
中 当 a>zo 时 oe 

f(z) = È awaz) + Oona). 

换 首 之 ， 在 取 尺 项 时 所 造成 的 误差 与 略 去 的 首 项 同 阶 。 

5。 TERRE R={z2#0, -x/2+a<agz<r/2-a, 
0<a<x/2} 中 当 = 一 co 有 时 有 

(and C DGD 


ozt+t n=0 2" 


6. EB, FERS {2le#0, -x/2+a<argze<u/2-a, 
O<a<x/2} 中 当 z>co 时 有 
| dt~ ejz, 


10.2 渐 近 展开 式 的 运算 


在 这 一 节 中 我 们 将 讨论 在 渐 近 展开 式 中 的 一 些 普 通 的 运 
算 ， 如 加 法 ， 冬 法 ， 除 法 ， 微 分 法 ， 积 分 法 。 我 们 将 主要 讨论 
NERAK. 

EA 10.2.1. 设 


Fis Be ey 及 g@)~ Be w, (2) 
BERE on; NEAN INE REER, fia, 是 任何 
复 常数 ， 则 i 

afe) +8glz)~ È (aa, + Bb,)w,(z) 


FERRY z>zo 时 成 立 。 
证 明 这 个 结果 可 立即 由 
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fz) = È awl) + oCwn), 


gle) = È be, l2) + 0(wy) 
得 到 


af (2) + Bg(2) = È (aa,+ Bb )w,(z) 


+ 2o(wy) + flowy), 


LH % ao(wy) + Bolwy) =olwn)， 得 证 。 
推论 10.2.1. WRERP, 1 >>zo 时 


Fe~ Baw (2) AK g(2)~ È bw), 
则 有 af(z)+ Bg(z)~ È na pe . 
EM 10.2.2. ERE z>zo 时 f(z)~ $i olz- zo)" 
及 9(2)~ Boe- 20)" RIL, MERE >zo 时 有 
oe. N. 
FC) g (2) ~ D cnl = 20)", 
其 中 p= Dosb,n. 
£=0 
证 明 不 失 一 般 福 ， 我 们 取 2. =0， 则 “ 
(= Braves fale), 
N . 
“9{z)= 2 + gn(2), 


其 中 fyl) 与 gn(z)H ol), ixi 
”266: 


f(z) gz) =agby + (andy + bo001)2+ 

+ (ag by + ay bri + > 
+ Gy—y bi + anbo)a™ 
+ gn Baz + fv BY baz" 
+x lad gn(2) 
+ (ay by + ag by_y +o 
+ ayo; b2 + ay, J^! 
十 

显然 ， 在 (agbyt a bna t+ tana 6; tabo)" 后 的 一 切 项 

都 是 olz*)， 这 就 证 明了 定理 。 

推论 10.2.2. 设 在 中 当 zzo 时 


F(2)~ Bh agl2 ~ 20)" 及 g(2)~ È bale - 20)" 

则 车 。 ea Barbas 
k=0 
那 末 | 
fla) g(2)~ Bee 20)" > 
在 RR 中 当 zzo 时 成 立 。 | 
定理 10.2.3. ERY z>zo it, it 
IO~ È al-z)" 及 g(2)~ be- 20)", 


其 中 bo 关 0， 则 在 形式 上 f(z) 的 渐 近 级 数 可 以 被 9(z) HINE 
级 数 去 除 ， 兰 保留 到 次 数 为 W 的 项 ， 结 果 所 得 到 的 级 数 是 两 数 ， 
f(z)/g(z) 的 一 个 W 项 的 渐 近 寞 级 数 。 

证 明 ”不 失 一 般 性 可 设 zo =0。 HER, RNA 


f(z) = Dave" t fula), 
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9 (2) = 2) bye" + gn(z) 
N 
=( 216.2" )[1+ Gr], 
其 中 fy 与 gy 当 z>-0 BR o, FFB 
N 
Gy (2) =gn(2) |2] ba?" 


也 是 ol2*)， 这 是 因为 by #0, 所 以 


fz). og +0, 2+--+aye" EE 
glz) ` bo +b, 2+ + byz wll+otlz ) 


6,2" 
n=O 


十 /yz) [1+o(zN)]. | 
>) - 


”因此 除去 0(z”) 项 不 计 外 


PLON mao +0, 2-54" - + ay2% 
ge) by tb zt tby". 


Aa ita FAR FE PR A ol) 的 项 为 止 ， 我 们 得 到 所 要 的 结果 。 
Mit 10.2.3. HERP z>2 HF. 


f(2)~ Ñ alz- 20)" 及 g(2)~ balz- 20)", 
且 bo 关 0， 则 在 RR 中 当 z>zo 时 有 . 


f(z) mn 20 4% bo~ aod, .. 
g) & te 


成 立 。 T 
定理 10.2.4, BHER BM z zlib f(2)~ Bayle — zo)", 
着 在 R 中 存 在 一 条 由 点 ze 到 = 的 直线 路 径 ， 这 里 = 充分 接 
UE zos RFE RR, 4 z>z ht 
S Foa B20)", 
n=] n 
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其 中 积分 是 沿 着 一 条 直线 的 路 径 进行 的 。 
iE 明 
fC) = Dalz ~ 20)*+ 92), 
其 中 当 zzo 时 g(z)=Ol (z-z)! ], WE 
| fae= 13 21 (e- 24)" + | sa. 


对 于 充分 接近 zÑ z, .19(6)| «K 1z 一 aol #4, Ff A 
人 = 
i salsa} 

To 


zo 


tYtidr=K |z ERr 


所 以 | , 
| Feeds = "Sf Sect -ao toile- z0], 
RAEN 了 定理 。 
推论 10.9.4. 设 在 尺 中 当 = m2 lit f(2)~ 六 
如 果 存 在 -~ 条 由 zo 到 z 的 直线 路 径 ， 其 中 z 充分 接 i z0， wy 
TER, 4 >ra HA 


i ae 和 -人 


o 


成 了 并 。 
一 个 重要 的 tPA HITE zy 二 co 时 的 情形 。 
定理 to.2. 5. HF a<arg z<8, 4 z>oolif 


TOR ’ 


则 fe -a= | dé~ pa Sethe 
ORR AR AIT 5 A ZI HN 8h 
进行 的 。 

269 


- 


证 明 eS a ae KETEN 
FCE) — ag -ad ! =a E? tagg? 
+e tand + 9 (E),> 


其 中 ， 4 co. ht g(6)=O[e M+D], 则 


oe ae -+ 


| TAE) ~ 09-0, 674 Jdé= 24 
ME 
对 于 E HBA, OIK ED, JEH 
|[le@ac[<x]” mora =F lal", 

所 以 3 
HO -oat dd = B Seth 2-4 (gO), 
这 就 证 明了 定理 。 a 
推论 10.2.5. HHF a<arg z<, % 200 时 
| Aja Der, a 
w oo =a ce 
[UF @) -a-a St dé~ Ñ Sutter, 
APRARRAMMMAAERENT a, A EhM 一 条 直线 
进行 的 。 

定理 10.2.6， WER PH> Ae) J a,l- 20)" 
BER S DHIE HOM >o M'e) $] balz- z0)", R 


满足 定理 10.2.4 中 (关于 浙 近 EYER) 的 条 件 ,， 则 
bo 一 al ， by =2a2, bs =3a3,° "bni = Nay. 
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~% 


证 明 HFS O, BARA WT © 
He) ~ lim f(2)= f FOadi~ J bet Gan 
并 由 1(z) 的 渐 近 密级 数 入 唯一 性 ， 还 有 
aus et); dome 5 Dy 一 2ao ， 
b, =303, =, bios Nee 


推论 10.2.6. 设 在 刃 中 ， TE. hira Žo, (z-z0)", 


HER f'(z) ATE, Bf’ ()~ De, (2 a, 设 R 满足 定 


理 10.2.4 中 - LPNS mat 出 bo =a» 
b, =20,, bg.=3a5, °°. 
推论 10.2.7. 对 于 panes sh: 当 > >。 时 设 


f(z)~ 2 4,27", 
FIR f (2) 在 上 壕 域 中 存在 ， 县 当 z>oo 时 : 
(2)~- Baber, p Ea 
wo Kelis e Ra 7 
对 于 解析 西数 ， 我 们 可 作出 比 上 而 的 推 沦 更 硝 定 的 多 迹 。 


定理 10.2.8， 设 f(z) 在 R={z| jz 全 a<arg 2<B} 
ART. IRAE R pY 2-00 时 


f(2)~ È an2™". 
WIE R’={z2|\lz]>r, aa, Karg zx, <8} 中 4 >>co 时 
fi(z)~- Zina, zt 


证 明 “对 于 一 个 固定 的 NW 考 虑 g(z)=A(z) -a9— a, 27 - 
… = anz” FX SERRE R PRH, FE 2 colt yO (27), 


ari 


从此 存在 一 个 rr 使 得 lg(z)| <M te “ND 对 'z or 
Ww, 28 A 10.2.1.. - 


l org 2 Z= AN 


— a oh 
一 - 
— = 


图 10.2.1. 

在 R' 中 挑选 一 个 z ,其 借 充 分 大 使 FCB RGR 
小 距离 就 是 它 到 直线 arg z= 二 a 或 arg z= MRABB. Bix 
个 距离 为 5 。 注 意 6 与“z REPL HÑ |z >co 时 5->oo。 
设 6=& zi ， 取 z 为 园 心 ,6 为 中 径 作 园 C ， 现在 | 


1f g) 
Omza] dé, 


c (E gy? er 
M M 
19 @1 <a 1 — ayer ~ Ril 2 A 
lim lzi Nl. lg (2) =0. 
这 就 证 明了 g'(z)=0(27 YP). Kh T 
9 (2) =f! Cz) +as ?+2a02 t+ Nes Ot, 


这 就 证 明了 定理 。， 
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习题 10.2 

BER PY ema 时 f(z) ~g (z)， 问 由 此 能 否 导 出 

LAVAL g@)]"s free, 及 log fogge)? 
试 解释 之 。 

10.3 ”积分 的 渐 近 展开 式 

正如 我 们 在 第 七 章 所 指出 过 的 ， 某 些 特殊 西数 都 有 积分 玫 
” 示 式 。 如 果 这 丽 数 是 一 个 微分 方程 的 解 ,我 们 可 以 用 它 的 
‘Laplace 变换 (第 九 章 ) REN Fourier 变换 (第 八 章 ) RE 
一 个 积分 。 因 此 ， 求 一 个 积分 的 渐 近 展开 式 的 问题 在 解析 醒 数 
的 理论 中 起 了 重要 的 作用 。 - 

在 第 10.1 PARR, RAMANA E 得 到 一 个 积分 的 光 
近 展开 式 。 这 就 是 把 被 积 西数 的 一 部 分 展开 作 级 数 ， 然 后 再 逐 
项 积分 。 或 者 ， 重 复 利用 分 部 积分 法 。 在 本 节 中 ， 我 们 推广 这 
些 方法 使 之 适用 于 更 大 -~- 类 的 两 数 。 

Re a 
Ho HK, PREG) =f), Epa, O>-1, KS) 
在 zl <6 中 有 一 Maclaurin RFA, W 

fay= BE Ore = Dor’ 
且 

Fa) = Bath, 
如 果 我 们 形式 的 把 这 级 数 代 入 积分 中 并 深 项 积分 ， 则 可 得 到 级 
数 ， 


pater 
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这 个 方法 ， 一 般 说 来 并 不 是 总 有 效 的 。 这 是 因为 所 得 的 级 数 常 
常 是 发 散 的 。 然 而 ， 我 们 可 以 证 明 ， 在 相当 一 般 的 情形 下 ， 所 
得 的 级 数 就 是 积分 的 一 个 渐 近 展开 式 。 下 面 是 Watson 引 理 。 

定理 10.3.1. HPD =f)t,.a>0, b>-1. FR 
f(x) 在 |x] <b fH H~ Maclaurin RIF A, ie 4 too 时 
IF (D| <Me! 对 某 些 常数 ME cm. HERSO 对 一 切 z 
IERE 连续 的 , 则 对 于 larg z| <x/2 -a, 0<a<x/2， 当 
2z~oco 时 有 


[F hedt a4 a,l (na+ b+ 1) 


gretbel 


其 中 | a, = [7 0) . 


证 明 这 些 已 给 条 件 保证 了 积分 | F (De dti RG) >e 
时 是 存在 的 。 现 在 ， 对 于 国定 的 信 ， 有 
ro- $ Jara 


KK ~ + Det gct 。 


其 中 天 为 某 个 常数 。 因 此 ， 如 果 G@) =|" Fedt, W 


N 


i G(z) = F a atthe -cr 二 Ry 
N 
= 2a Areo A eS Ry, 
Ff 4 Re(z)>e 时 
IRvi <|; Roe nesai jdi 


-KI [W +Da+b+1] 


(x— c) Nt Datb+I ? 


$ arg zi <x/2- ee WE x> fz! sina, HÆ |z! >ckeosa, 
则 x-e>0, 因此 当 |zj = 时 有 
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K PUN +1)a+b+1] |z [Meters 


Noti+4 
baer Ra) < (a inga C) WtDetbtL oe 


由 于 这 些 结果 对 入 = 二 0,1,2,… 成 立 ， 这 就 证 明了 定理 。 
例 10.3.1. 试 求 对 于 jarg z| <w/2-a, 0<a<x/2, 


HY >>cc 时 Gamma WK ?一 西数 ) (2) = | ete! df 的 


渐 近 展开 式 。 ， 
Rik >=z>>0， 并 设 t=sz, Mi 


r@ =|" etl dt= L LT (2+) 


a 
=x" e=] (set™) ds. 
0 


Dl 
oe 


De) =e | (eds 


对 Re(z)>0 成 立 。 这 是 因为 等 式 两 端 在 这 个 域 中 都 是 解析 
的 ， 并且 它 们 在 正 实 侍 轴 是 相等 的 ， 我们 将 在 上 面 的 表示 式 
中 ， 应 用 Watson 引 理 去 求 积分 的 渐 近 展开 式 。 普 先 ， 我 们 注 
we 


nls) =se 

fEs=1khA—-RAM, AAR O<s <i R1<s<oo 内 都 
是 单调 的 ， 见 图 10.3.1. 

对 于 n= e™ 的 一 个 已 给 值 ， 方程 

. e" =se, 

或 u=s-1- lns, | 
有 两 个 解 。 设 这 两 个 解 是 s(u) 和 olw), HP O<s@) <A 及 
1<a(u)<o0, BU 
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图 10.3.1. 


F (gel) ds 一 上 l yds+[ (oe "doa 


ewes -do 
he = du: 十 a e aa du 


| -名作 
由 简单 的 计算 可 证 i 


do ds_ a. snil 1 
du du o-i i-s 二 


着 且 由 于 当 ##0 时 有 w 关 1 及 s 郑 1 可 得 当 u>e >0 miz _ ds 


du 
是 有 界 的 。 剩 下 来 只 要 证 明 


de dS — F(yeyyt , 
其 中 Fo) 对 于 较 小 的 jv| 有 一 个 Maclaurin 展 开 式 。 考 虑 隐 
式 关系 (1/2) =0- log(1 十 o) .考虑 这 关系 的 理由 是 ， 如 果 
fEu=s-1-Ins H, RM $ 2u=f2, s-1=0, HABE Soa 
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之 间 的 关系 式 。 现 在 olog(1+%) 在 @=0 处 是 解析 的 ; 
事实 上 , 对 于 lol <i 
3 


a ae „2 oot, 
5° © —- log(i+@) 2 3 + A 


| é=to(1 -2o +2 w? =) P 


我们 看 到 “在 o=0 的 邻 域 里 有 两 个 分 枝 因此 ， 由 定理 
5.3.3。 方程 
$ 

一 二 

t=o(1 ager ge ) 
a (€) =E + bot? +668 + 
Jp kb, EE fH o=o kht Bho OF AH b =1/3, 
b,=1/36, ba= 二 17270 B®, H—-AR Bay, (0) = o (一 56)。 
Ho-o-1, Ws =S5-I, f= =2u, AEM es 3 我 们 有 : 


pars dts Leow +2 ston g(t m 


1- a 1 Len -Lew?- cau? on 


do 一 dey gut YE P. 
du 


© du 
=u (VT+ Das 小 
拒 最 后 的 表达 式 代入 积分 中 并 形式 的 涿 项 积分 ， 由 Watson 引 


Ni Van oes a ( » 路 了 
reyv anere (1+ + 小 (Ess): 
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在 ,jafg a72- a, Oana /2 AILS 可 以 证 朋 , 这 个 渐 近 
式 对 于 larg zj <a ~a, 0<a<z 确实 威 立 (见习 题 10.3.1) 
其 次 ， 我 们 再 用 分 部 积分 法 研究 渐 近 展 开 式 。 SERS 


| g (edt, 
ER EM, 我 们 有 
[re [an ik gif) -9 at 


zh! (t) 
` g(t) Ki i d gH erhtt 
ah ea abe aye a 


“3 


= AOR rhe 1 RLY 
ae a ae a [foe jdt, 


这 里 ， 假 设 了 Re(z)>0-R t> 时 8 有 > 一 cc。 我们 看 到 右 
端 所 得 的 积分 是 我 们 先前 所 考虑 的 类 型 。 因 此 ， 我 们 又 有 重复 
上 误 方 法 的 机 会 。 一 开始 ， 我 们 证 明 ， 在 关于 AO 与 g(f) 的 
LAE, 在 我 们 的 公式 中 的 第 一 项 就 是 积分 当 zoc 时 的 
MERA. | 

定理 10.3.2. Bo) 在 pai LE ROEM. 
并 且 9(0) #0, RE 0<t<eo 上 AC) ARAB AE. 
设 A! (0) FEHER (0) <0. 又 设 对 一 一 切 正 的 上 ACO <A), 


LLR toot hC) oo, ie [eds 对 于 Re(2)>0 存在 。 
则 当 larg z| <a /2- a, 0<a<al2 且 当 2-00 ft 
fs 9 (D erdin- g HO" ene 
成 立 。 


证 明 首先 证 明 我 们 只 须 考虑 g(t) = 1 的 情形 。 这 是 因 
为 ， 如 果 l ast j 
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ofe. % : ee exh 
[ve At o zk O) OM 
ae low) eodt= j g (0) edt . 
+F OO- gover ras. 
由 于 g(t) ARR, 对 于 所 给 的 e>0， 存 在 6>0 使 得 当 KS 
时 有 


lo@) - gO) <e ， 
Ff A. i 
|Prow -g0 eae] 
< 1a -o0 eat 


<e| e*dt+2M al” “erd t, 
这 里 lg(#) — 9(0)| < laO] + lg <2M, 0<i<c 现在 


T ed t= emoem dreef" odt, 
这 是 因为 对 于 f>6， 存 在 革 正 数 人 0, 使 得 4< -9 因此 ,由 
Fe MER, HEY root roo, wif aeXrat 
BY gO) exeodt 有 相同 的 渐 近 公式 WED RINER 
[ends Tie AE 
| | Him BAO pe (oy 


f iat 
所 以 ， 对 于 任意 的 e>0 wie be) 使 得 Octo | 
th) — hO) - th! (0)! <et, a 
因此 
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+#h'(0) ~et] 
0 . ; 


dtc erodi 
0 


a sfh(oy+rA' Co 
<| Pa )+th ears 


0 


所 有 这 三 个 积分 都 与 从 0 到 co 的 对 应 的 积分 差 一 项 Ole), 
有 >0， 其 次 , 对 Re(z)>0, 有 


— eK 


[re zí k) +2h! (0) — et] di= 
do z[k (0)—e] 
= [ALOJ +ER' (0)+ et] - — et) 
z . {= —___—_—— 
[re i 2[h' (0) +e] ° 


- 


He te BM, 故 知 对 largz'<n/2-a, Lalal, 
及 2-00, 


一 gD 


£r) A 
[jen aE OY 


Ro | l 
倒 10.3.2. HF are 2| <x/2- a, o<a<r12， 及 


209, 求 误差 西数 rO|" “dt 的 MOET, i 
事实 上 ， it == z>0， ABA 4p u=t— zi 


22 


ROS ia fee udu, 


HOR SIH MRe (2) 0H E (2) =e (eeu, 这 是 因为 
在 这 域 中 方程 的 两 边 都 是 解析 的 并 且 在 实 轴 上 相等 。 现 在 积 
分 |-e edu 满足 定理 10.3.2 中 的 假设 ,并 重复 应 用 这 个 


定理 ， 我 们 得 到 对 于 argz 一 12- <c，0<a<r12 及 zco， 
有 i 
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-21_ 1 F3 -) 
Ee (z Hs tHe 


成 立 。 
AR SE AAS, h (0) = 0, 而 定理 10.3.2 的 其 余 条 
件 均 满 足 ， 则 上 述 方 法 应 作 修 改 , 因此 ,我们 要 把 它 推广 
到 k'O) =0 的 情形 。 
定理 10.3.3. R E <C bo BHR, MH 
的 , 并 且 90) #0, HAD 在 0<t<oo LARK. FAR 
连续 的 。 且 对 一 切 28 A AG) CACO), HOPE BERS, tE 
得 当 0<i<6 时 有 (PD 存在 ， 且 h'(0)=0, Rik A" (0)<0, F 
Bort Re(z)>0, |” eae 存在 ; 则 对 larg 2| <r/2-w， 


0<a<zr/2 及 zcoo 时 
i g(t) er) dtng (OY — Z -= Toye 
证 明 “如同 在 定理 10.3.2 HIERN A, RIRES 
不 | erwodl 的 沁 近 公式 。 由 实 变 最; 的 西数 的 广义 中 信 定 理 ， 
对 于 e>0， MA 
[aw -Ko) - Loe |- Ket, 


对 某 个 6>0 及 <S 成 立 。 如 前 一 定理 一 FE, 我 们 只 须 考虑 区 


间 O<t<6 的 情况 。 在 这 里 
ie ge eel eds 


z[k) +(1/2)t3h" C0) + et? it 
o <} 


现在 ， Re AAE TE EE 
的 法 近 展 开 式 。 众 所 周知 ， 
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i. $ Pee "=Z, Pe 


Bru. M R240, Re(z)>0, HV 2h CHR 位 于 APF 


| E WA 


af ACO) + (1/2)12h" (0) ~ st3] e y To 
[Fe d V ae (0)-+e]’ 
C ge aika) + tyas 40) ert] my 到 i: 
Fe | A =a 
由 于 s。 是 任意 的 ， 故 知 在 larg zl <x/2- ay 9<a<r/2， 且 
当 z>oo 时 


a - ace TT, ero 
WA. ARIA TE 


tn EEE 
这 个 方法 是 所 谓 的 最 演 下 降 法 。 现 设 有 一 如 下 形式 的 积分 ， 


了 IEO dé, 


其 中 视 分 县 沿 荐 < 不 面 上 的 某 个 围 道 进行 的 ， 并 且 a) 与 
AC) 在 这 平面 上 为 解析 。 如 果 已 知 积分 对 于 Re(z)>0 是 存在 
的 ， 并 且 积分 的 什 在 某 种 限制 下 与 积分 路 线 C 的 变动 无 关 ， 那 
末 ， 这 个 方法 是 把 这 积分 的 路 线 变 作 新 的 积分 线路 ， 以 便 可 以 
应 用 定理 10.3.3， 考虑 方程 

o =F (E,n) =Re[h(é)]. 
CRREEAR (£,7,0) 内 某 一 类 曲面 。 因 为 在 h(E) 的 解 


O- 析 域 中 ，= 是 城中 的 调和 画 数 。 因 而 e 在 这 样 的 域 中 不 可 能 有 


一 个 界 正 的 极 大 信 或 极 小 值 。 但 是 oE 可 能 有 一 个 鞍点 ， 

在 该 点 os==o0,=0。 在 这 样 的 一 个 点 处 所 (5) =o04 -io,=0. 

在 较 点 处 的 最 速 下 降 曲 线 及 最 速 上升 曲 线 都 与 等 高 线 =C 是 
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直 的 。 所 以 ,在 最 还 下 降 曲 线 及 最 速 上 升 曲 线 上 Im[R(e) ] 都 
是 常数 。 在 最 速 上 升 曲 线 上 Re[ 有 (2)] Bava, AMEE 
的 *。 但 我 们 已 假设 对 于 Re(2)>0 时 积分 是 存 在 的 。 所 以 积 
分 的 围 道 就 不 可 能 取 最 速 上 升 曲线 。 总 之 ， 我 们 应 寻求 如 下 一 
条 积分 路 线 ， 它 过 A’) WEA. HEKRA Lim A) 
WEE. Wit Co 位 于 这 线路 的 端点 处 〈 若 不 然 ， 我 们 可 以 把 
结果 表 为 具有 这 种 性 质 的 积分 之 和 ) o RBR, ERN IARLA 
Ak ACE) =h (ED 一 t， 其 中 上 是 实 的 正 数 ， 并 且 当 由 点 fo 处 次 
开 时 为 递增 ， 于 是 这 就 引导 我 们 考虑 如 下 形状 的 积分 ， 


人 eget) Bat, 


我 们 用 下 面 的 例子 来 说 明 这 个 方法 。 

PI 10.3.3. 试 求 Airy HR Al) 的 渐 近 RAR, JE 
A(z) 为 Airy 微分 方程 w -zw=0 的 一 个 特 解 。 

为 此 ，. 我 们 希望 求 如 下 形式 的 解 : f 


-1 Í e x 
M AR W (8)de， 


其 中 C 是 上 平面 内 待定 的 转 道 。 求 这 种 解 的 动机 是 ， 因 为 这 是 
解 的 道 Laplacs 变换 的 一 般 形式 。 现 在 


r i| zet ae. 
wt aL | ema, 


w=’ zW EdE 


_ et Wey |e _ ¿dW 
ami la l a dé dé, 


XPa, 是 积分 线路 的 端点 。 现 在 假设 选取 积分 路 线 而 使 得 


O" Reeth, TRAC = 0， 其 中 上 o RRA. 
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et} (ĉ) eo 


- 0. 
i 2ni a 
-Pr LAW Wih AA 
= eH 


MASAREN O=. "7, Nk 
wt) = 二 | ete de, 
其 中 积分 线路 必须 这 样 的 选取 , 而 使 得 在 C 的 端点 处 
全 .>0. 由 于 这 个 原因 , 我 们 挑选 的 线路 应 该 能 渐 近 地 趋 
FT arg £3 二 0， 27,47 W arg E=0, 27/3, 47/3. 图 10.3.2 
中 已 给 一 条 特殊 的 路 线 。 我 们 定义 4(z) 为 w" ~ zw=0 的 一 个 
解 ， : g - 


ee 


图 10.3.2. 


A(z) = ee EIJE; 
这 里 ， 我 们 要 选取 最 速 下 降 曲 线 ， 以 便 能 得 到 AO) MAER 
开 式 。 首先 作 变量 替换 5 一 2， E 


Alz) = a 2 raf gz fw us/ qu, 


日 厂 是 在 4 平面 内 的 最速 下 降 路 线 。 EAO) =u-u?/3, W 
h (u) =1-u°=0 feu=+1 处 成 立 。 我 们 选取 一 1 AMA. 

在 4 二 一 1 处, CC-1)=-1+ (1/3) 为 实数 。 因此 ， 我 们 应 选 
i 并 且 Iml (u) ]=0, #eu=E+in, © 


kazi- Ehren ti (nn 
Im[a(u)]=3G - 36% +?) =0. 


曲线 7=0 BH, CE RY MU RR arg 4u= 土 2x/3， 曲线 
P-32-3=0 HAT ORLA, 所 以 我 们 采用 它 作 为 积分 线路 。 
si ar 

t=h(-1)= -Relha ], 


Hh urk, RE 
oe E -(2/3)2? Ee Lpd dags 
oe 
-ta u 
“Ser gath 


这 里 m dju, 分别 对 应 于 大 的 上 中 枝 与 下 中 枝 。 事 实 上 ， 在 这 
情况 下 ， 我 们 可 把 问题 转化 为 Watson 引 理 的 一 个 应 用 ,- 并 得 
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出 整个 的 展开 式 。 命 
v=h(-1) -hu = - (2/3) -u +43 /8 
= (u+1)?[-1+(u+1)/3], W 


l PE E E E E d 
由 定理 5.3.3, w+1 有 以 sob ye min nt, Bf 
ut i= $b, (od, 


其 中 nb, 是 Gt DE 1t (ut /sl Tf u= - 1 处 的 留 数 。 
因此 


b “als i 1+ (4+1)/3] H. oa 
由 此 可 得 bi= i be = 118; by =5i/72, 等 等 。 


atisi- (1/6): 一 (51/72) + 
ue +1 = - sit (1/6)#+ (51/72) + 


du, dus oh ot + ore 
dt dt tt agt 中 


TONE oe 5 Aala) 


7) 24 2974 


et, Dz” 


ee ae eae 


展开 式 在 局 形成 larg fl <x/2-0, 0<a<n/2 mi large] < . 


a3- B, 0 ACa/3 中 是 有 效 的 。 

到 现在 为 止 ， 我们 使 用 分 部 积分 法 这 一 技巧 时 ， 只 限于 积 
分 的 上 限 为 ce 的 情形 。 现 在 考虑 a 与 6 都 是 有 限 的 情形 如 他， 
其 中 ax; 


286° 


3 


- Lf eod] a(t) Jas 


b : l 
| g(t) eddt= gG) en 
"ug zh f 


(D a z dil hŒ) 
7 O ae 
RRO ac ol 


_1i/? z nd g(t) 

亲民 区 全 je 

假设 A(b)<A(a), h'(b) #0, h' (a) +0, 因而 , E larg z| <2/2 
~a, Oa<in/2 及 zoo 时 


b zhao) 
Zin gb) nn _ gae 
| .os A zh! (a) 


成 立 。 

FH Re(z)>0, H% 200 ht, 
g Ca) ark 
zh' (a)? 
这 是 因为 在 Rel)>0, z= ht, A 


gz) 
e ACad 


{è 
) g (DD edd zn, =< 


= gka) | ` 


成 立 之 故 。 | 
相 羽 的 情形 也 出 现 于 当 我 们 希望 得 到 z>co 时 积分 


| (pepoadt 的 源 近 公式 之 时 ， 这 里 > 是 实数 。 我 们 将 假设 


oC) FER ia) a<t<b Pies, HAG) BB 数 且 两 次 可 微 
分 ,我 们 还 将 假设 h'(a) =0, (ATER RADA ATA’ (fH) #0. 
这 种 求 出 所 需要 的 渐 近 公式 的 方法 是 所 亩 “稳定 相位 法 ” 
(method of stationary phase), 此 法 的 要 点 在 于 证 明 对 于 很 
大 的 z 什 的 影响 是 直接 来 自 1=a 的 一 个 邻 域内 。 这 ! 方 法 的 合 
理性 是 因为 当 h(#) EERE A RAW, ef OR Be Hd 
#, 并 且 在 积分 中 正 的 及 负 的 振幅 趋向 于 互相 消去 。 另 一 方 
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面 , ZEA) BRERA, BD 如 (f) =0 成 立 之 处 ，e “不振 
漫 ， 因 而 这 里 感到 最 大 的 影响 .下 面 让 我 们 说 得 更 精确 些 
已 给 e>0, TELA 6>0 使 得 


| Kosh tp (a) (t-a)? 
tir t-a<6, M 


<e(t~-a)*, 


ató b 
T g(t) eit dt= F gt) geirin dt+| g@® itl?) dt, 
a atà . 


在 这 区 间 e+6<tS<2， 有 (的 关 0。 所 以 由 定理 8,8.1 HER, 
有 


b l ACh? 
| gf) eira) dt=| . Pe gp 
ata dh 


Altató) 


=[ F (cos xh tisinzh) dh 
=O(2-'), 
另 一 方面 ， 在 另 一 区 间 中 仿 u=t-a, 


sl hla) + 41/2)” Ca) Ct- a?) 


a ae 


f > xT h(a) + 1/204" Cady] 
=| vase a 7 f u lju 


现在， 这 最 后 的 积分 与 
Fo OP T a T 
l E OD aoe 
yah! (a) 


Via x gla) eio 
_ V2xh" (a) 


ir, 4 


288 


A ARIE AY EA A "o 于 是 我 们 的 渐 近 公式 是 ， 


1 有 了 Oe a ae 
[: ge Oe vara phe 
Bi) 10.3.4. 求 n 阶 第 一 类 Bessel 两 数 的 渐 近 公式 ， 其 
中 1 为 整数 。 


由 于 在 第 7.5 节 ， ae oe 
Fa) =4Y" cos (n8 ~ wate 28) d0 


= Rel | 县 ] 


KB, A=- sind, 用 (9) = 一 cosg， 加 《g) 二 sin 6， 而 稳定 
相位 点 是 6 二 x/2， 这 时 有 (xf/2) 三 -1 及 如 (#12) 三 1. 现在 . 


[ee irsin® do- Te tein’ og 
0 iu 


Ver 
所 以 ， 当 r= 时 有 


/而 < 瑟 (= 二 = 


Ro 


prhCry 


b z 
” 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 设 h"(a)> 0, 车 不 然 ， maaf atte dt, 


g 


并 在 公式 中 把 工 换 作 一 ;。 
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习 是 -10.3 


1, 证 明 例 10.3.1 中 的 六 (2) 的 渐 近 展开 式 对 于 
Jarg z] Kar- a, 0<a<x 也 有 效 。 | 
提示 ， 证 明 如 果 |B] 之 x/3 及 Re(ze*')>0 时 
T=2 er [er FD dt l 
=z e7" feer (te?) ef dt 
成 立 ， 并 求 出 最 后 这 个 积分 的 淋 近 展开 式 。 
2. 试 证 Stirling 公式 nm wm 2ane~, 
8， 证明 厂 (=zew|e gf， 并 由 此 求 出 


larg z|<2/2-a, a>0, Rz>co HONRAR 
T(z)~ze™y 2r/V 2, 


4， RR] redt MRK. 
5, Fresnel 积分 为 
C(x) =| eos Pdt 及 S(x)= | sing? dt, 
, 0 0 
所 以 CE feat. 
如 果 
C (2x) =} Vaj} - P(x) cos +Q(x)sinz’, 


Siz) =5Va]% - P(x) sinz? - Q(x) cos x’, 


证 明 


mdf t iss 1, 
全 Batt )， 
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a@~i(i-2 .3 BERET), 


22y 5 2479 


6. 设 AMR y ARK, WEARS y> 时 


WE: 


7. WHH eco, H larg2| Kajnar E TE 
me [e e~ dt 《一 -1) 4g, 2 
其 中 a=0, H amvot) e *(vy+kR-1), 


(NEE? Coat Ta 


如 象 我 们 所 全 经 奢 到 过 的 那样 ， 数 学 物理 中 许多 重要 的 西 
数 都 是 作为 微分 方程 的 解 而 得 到 的 。 在 许多 应 用 中 ， 重 要 地 是 
求 出 这 许多 商 数 的 渐 近 展开 式 。 在 上 一 节 中 ， 我 们 已 经 证 明 ， 
在 某 些 情况 下 ， 例 如 Airy 方程 、Bessel GE, 我们 能 够 从 它 
们 的 解 的 积分 表达 式 中 得 到 它们 的 渐 近 展开 式 。 在 本 书 中 ,我 
们 将 说 明 怎样 直接 从 微分 方程 中 求 得 它们 的 渐 近 解 。. 

我 们 将 考虑 二 阶 线性 微分 方程 

w" + pa)w! +g(2)w= 0, 

大 多 数 的 时 间 里 ， 我 们 的 兴趣 将 全 中 在 = >co MNS IT SR 
Ait, RS ERD ABR >= ce 时 的 解 。 习 题 7.3.1 的 
结果 表明 ， 如 果 22-27 plz) 及 2tq(z) 均 在 oo 处 解析 ， 那 末 o 
是 微分 方程 的 一 个 普通 点 ， 此 时 有 两 个 线性 无 关 的 解 ， 它 们 都 
是 1/z 的 卉 级 数 的 形式 ， 并 且 它 们 都 在 ce 的 一 个 邻 域内 收敛 。 
这 些 级 数 就 是 撕 近 级 数 ， 它 们 提供 了 计算 当 |z|: 的 值 很 犬 时 解 
的 计算 方法 。 习 题 7.4.1 的 结果 表明 ， 和 如 果 zp(z) 及 lz?9(z) 在 
z 二 oo 处 解析 ， 则 co 是 微分 方程 的 一 个 正则 奇异 点 ， 六 且 
Frobenius 方法 一 般 给 出 如 下 形式 的 两 个 线性 无 关 的 解 ， 
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w = 2 eg tb eye) +egz +), 


We = 27% (Yo +p! +y? +e), 
这 里 ai 及 az 是 特征 方程 的 根 ， 并 且 相 差 不 是 一 个 整数 ， 如 
果 ci 及 a, 相差 为 一 个 整数 ， 则 一 盘 解 可 能 含有 logz 的 项 ， 
以 及 z 的 可 能 的 正 医 。 在 无 论 那 种 情况 下 ， 解 都 是 当 >>co 时 | 
的 渐 近 展开 式 。 剩 下 来 应 考虑 在 ce 处 的 非 正则 奇异 点 。 
习题 10.4.1 4 结果 表明 我 们 可 考虑 简单 的 微分 方程 
w+q(s)w=0. 

如 果 当 zc Hf gl) =O), 则 在 ce 处 有 一 正则 奇异 点 。 
如 果 当 zco 有 时 gC 二 9(z 71) KR g(z)=O0(1), 则 在 "处 有 一 
JP EDM a Mo 我 们 将 只 考虑 9(2) fE A MRE. B 因此 ， 
假设 - 

ale) 一 Ga or z +q? ae 
其 中 90.5 qı RANE. 

f 例如 > Bray Bessel 方程 是 
w" +l zw + w=, 


经 过 变 换 u=V zw, 它 变 作 


whiti a= 0. 
FLL, ASO IRIE. AKM 


dy? 一 1 
.9= Pr 425 o 


E TEE EE Boul E E 
们 都 包含 了 形 闫 为。 的 硕 。- 国 此 ， 我 们 首先 试 一 下 各 下 江 
REM. 


-ORRERA 
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w (2) 一 e Beg, 
形式 的 进行 ， 则 有 aes 
. w! (2) ae Belen PA -er (B+ k) opz "2-4, 
te Š BARB +k Hae, 
RADE wt +q(2)w= 0， 则 得 
> je p>] Caz vO ga 3 (8 ‘pee Bal 


+ a (EHk) (B Hk+) ceti? 


+ (È Ie" Leer zane j= Os « 
比较 系数 ， 则 有 : 
ac,- 2a (B +h es + (B+h- 1) (B+k-2)e,-. 
eS a + Baer 1 一 0， 
其 中 &=0， Ly Zy pe 因为 co¥0。 
uial 499230, -24A =0, 
拌 且 对 于 上 & 二 1,2,3,… 有 
2akoy= (P +k) (B +k- Deri + Bacar. 
mR go 天 0， 则 a= 土 六 一 qo 及 B= 干 q1 /2V—a, HHH KH 
ci1s1c2,543"* 可 由 其 他 方程 递 扒 的 确定 。 在 这 情况 下 ,可 形式 的 
”确定 了 两 个 标准 解 。 如 果 =a = 二 0, WRIA EU ERAR 


情形 , 这 时 a=0, 而 8 必须 满足 特征 方程 608+1) +92 ==0. 在 这 
情况 下 ， 可 依 Frobenius 方法 进行 。 # gp 二 0 RAO, WR 
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存在 标准 解 。 然 而 ， 在 这 情形 下 ， 可 以 通过 作 实 量 替换 
=V z, uO =w EE 
TOOTS RHR S 

在 标准 解 存 窑 的 情操 下 ， 它 们 只 是 在 形式 的 意义 下 存在 
网， 部 可 以 确定 必要 的 常数 与 系数 。 在 一 般 情况 下 ， 级 数 是 发 


散 的 。 然 而 ， 我 们 可 证 ， 它们 是 微分 方程 的 菜 些 解 的 源 近 展开 
式 。 


第 -- 步 是 用 变 最 m m awe 把 微分 方程 变 


形 。 这 里 ec . 号 有 是 上 面 确定 的 常数 。 a =) a 
方程 是 ， 


u" +2( a- 8 u’ -+ R? zat ibea- 0. 


HI a= -quK ATETA RATHER He : 


ne 
p 


w +2( a~ 2 hw + LQG@)u=0, 
其 中 Q(z) = 2% [e(2) -90-grz + B(B+D 42% 时 是 有 
Mi, Coe, RITR 
rA Ctar F aL 
积分 之 ， 得 


dH + e-em afi ae tie ‘QO de 
dz ay 


$3 =e tree, 
-t E3 10.4.2.. 
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4(2) 一 2 十 1 f eP dE 
Z| 


-| KeA dn, 


#1 


其 中 天 (z 丰 = -| ere (Lids, 我 们 已 把 微分 方程 


的 一 般 解 是 一 个 Volcerra 积分 方程 的 解 表示 出 来 *。 可 以 让 明 
积分 方程 的 一 个 解 也 是 微分 方程 的 一 个 解 。 微 分 方程 的 特 解 可 
这 由 适当 选择 vi Vo 及 2 而 得 到 。 在 这 一 节 中 ， 我 们 将 注意 
靠近 ce 处 的 解 。 因 此 ， 置 一 ce， 提 考虑 方程 


Ne vif ee2de 
+ [Ke DQ uD 
现在 ，y2 是 一 个 常数 ， 拭 且 可 以 得 到 | erdt 的 渐 近 展开 
式 ( 习 题 10.3.7) 。 所 以 ， 科 下 求 的 是 要 寻找 如 下 形状 的 方程 
wz) =1+ [x Ce dn 
的 解 的 渐 近 展 开 式 。 这 可 以 用 肖 次 浑 近 法 来 做 。 我们 将 不 讨论 
一 般 的 情形 ， 而 是 利用 Bessel 方程 染 说 明 这 个 方法 。 
fil 10.4.1, 试 求 Bessel 方程 
w" +4 w' +(1-3)w=0 . 
的 解 的 渐 近 展开 式 . 
* 这 种 利用 Yolterra ,积分 方程 形成 解 的 观念 ， 已 在 习题 7.2 中 讨论 通 。 它 
与 我 们 在 7.8 HPS HWM BAY Fredholm 方法 中 所 作 的 相似 。 
© #8 A.Erdelyi: Asymptotic Expansion, New York: Dover 


Publications Inc, 1955, pp 64--72. 


295 


YABE uV ew, Wo 满足 


网 

Sik 

w +(1- = 2 )u=0 

在 这 情形 下 ， =1— (v?-1/4)/2z?, 所 以 q= K q =0 因 

此 a= 十 i 及 有 =0。 形 式 解 的 递 推 关 系 是 ， 
+2ipcs 一 PR Deva - G 3 Le 

Byer, 


再 回 到 积分 方 称 ， 如 果 再 作 变 量 ule) =e**v(z), W u W 


k=1,2, 


Æ 


d do”. om 
#2124U | 一 +2iz, 
dz\° . ae) = = 
H URDHRA: 


U, 


zł 


(ans 
v (2) 一 =y +Y ezing L 二 | [1 — e*2i ca 


oD dn. 
特别 ， 当 我 们 取信 一 0， 2 一 1， 并 且 a=, wi 


S pz- L 
vo =i) Kz, 9) 


n? 
此 外 还 要 研究 这 方程 的 解 的 潮 近 性 态 


4 (n) dn, 


Ke, =t- ema], 

现在 规定 积分 方程 中 的 积分 路 线 是 治 着 站 线 aren=arez 进行 
的 。 则 ?3-z=( 加 一 

<argz<n-a, W 


lle", HORAK, HABE 0<a 
296 


awe 


ae 


1 
全 7 i ' 
(xen|< 3 tr “TS 


这 里 对 是 一 个 常数 。 萝 zo=1， FG EAE ae 
1 


p? 一 一- 


u@=1+] Ke, n) edn. | 


则 
M 
le, (2) = sl | eg ae) aot <i 
ttn, 4 
v2 i 
V2 o=) K (2,7) 4 (Wd. 
则 
yp? re 
we (2) = wi (2)| = [ren ladn 
M 1 
<1 
— A, BATS 
p2 = 
va (2) =1 + K (z,n) vi (nda, 
并 由 明显 的 归纳 法 知 


lu, (2) — un- (2)| <1 1 


la|" 


RES EBB oot 号 [va(z) -vi(z)], 合 >R, WE 
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数 级 数 、 
-S M” 
n=l ni R” 


比较 之 ， 可 得 上 述 级 数 是 一 致 收敛 的 。 显 然 ， 级 数 的 每 -项 都 。 
是 一 个 解析 画 数 。 因 此 ， 如 果 


u(z) =u, 十 þol fv, (2) ~ v1 (2) 1, P 


W "人 2) 在 局 形 域 0<a <argz<r-a 上 是 解析 的 。 可 证 v(z) 
是 积分 方程 的 一 个 解 ， 这 只 要 把 它 代入 方程 ， 并 由 一 致 收 从 
性 ， 可 以 进行 逐 项 积分 ， 得 

1 


P yr 
1+| Kan 
zZ 


{1+ Hiv -oa Ida 
=1+uw + Blea) ~v]=v(2). 


解 的 唯一 性 将 在 习题 中 证 明 。 
现在 ,考虑 | : 


ee ee -| 3 


n=N+1 
œ 


这 证 明 v(2) vw(z) +O(z-w-1) 。 如 果 我 们 找到 on (2) NG 
MAIN, MERE o) 的 到 项 的 渐 近 展开 式 。 例 如 考 
peta 
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i. v 
vy (=1+| K(z, n) 


2 


v? 一 + ~ 1 gti 
E 2; | 7? ey 


ae i(n—2> Yo 
x d-t T 


1 l 
Pee ae aa 
4 Lf, eer» 
+ 7 E [» 3; Jan 


prank 
=e —a + (ga). 

因此 , v(z)~1—- (2 一 1/4)/2iz，(|z| >oo), 注意 在 形式 解 中 
a=i, Co=ly C1 二 一 《v2 -1/4)/2i。 故 形式 解 给 出 它 的 渐 近 
展开 式 的 许多 项 。 可 证 形式 解 就 是 微分 方程 的 解 的 潮 近 展开 
式 。 如 果 我 们 取 其 他 的 情形 <c= -i 我 们 将 得 到 在 局 形 域 
-zx 十 a <arg2z<-a<o 中 的 汤 近 解 。 这 就 ERT RUMI 
子 的 讨论 。 

有 时 ， 我 们 迁 到 具有 实 变量 z 以 及 含有 参数 14 的 微分 
方程 ， 但 我 们 希望 求 一 个 当 4->coe 时 的 渐 近 解 。 例 如 ， 在 区 
E] a<r<b 中 考虑 微 分 方程 ， 

y" +[A? p(a) + q(x) ]7 一 0， 

其 中 g(x) CH, FFA rO EN., ETARE: 我 们 
WY LA PERE He BE 


g=[Ve@dt, hip th. 
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则 新 的 区 闻 变 作 O<E<B=("V Oat, HAMA BATE 


+ a= r&n, 
这 里 r(€) 是 一 个 连续 画 数 : 
r(é) 一 a5 pp’ -3 B-a |, 
由 习题 7.2 中 指 FANIT, a 
(5) =e, sin dé + c3 cos JE + Lf sinacg _ Hrd)ndt, 

HP c=n(0) 及 ca 一 9 (0)/A, 现 用 逐次 逼近 法 解 积分 方程 如 
F: . 

No (É) =c; sin AE + cyeos AE, 

Na (E) =c; sin AE + c3 cos AE 

+ | sind -rea dt, 

n=1,2,3, BR, 如 果 IOI <M, W 


mO -ma O] Aali ea i 


<M" Cer + ley!) BY 


n{Ar 
RAN BRR 
nE) =m + È E) -ne E), 
HE SRM 


— M"( lel + leal) BY 
pa nia i 


相 比较 ， 可 知 上 述 级 数 关 于 z 为 一 臻 收敛 。 直接 代入 可 证 它 是 
方程 的 解 。 其 次 ,我们 考虑 


In) -m®l =| [7.(§) = 7,1 (€)} 
maN+1 
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-> 


a M”( le! + ‘col )A"_ ( 
nant nA" i =e ge): 


这 就 证 明了 到 六 项 时 w(8) 5S ov) 看 作 4 的 一 个 画 数 时 ， 有 
FRE RIT 


IJ 题 10.4 


1, 证 明 ， 在 变换 山 =ne 4 2 下 ， 微 分 方程 ur + pw" 
+qw=0 变 成 以 下 形式 


valage pehia 


PEE E T T A 而 在 ce 处 的 正则 
再 异 点 仍 变 为 oo 处 的 正则 奇异 点 ， 
2. 考虑 微分 方程 w" +9(2)w 二 0， 其 中 
gz) =q 27 + qz2 +， 关 0. 


PERM O= zw), 6=W 三， 并 证 明 下 壕 形式 的 付 
标准 解 
de 
k=0 


FE. 

3. RIO 在 局 形 3 im 0Ce 和 argzsr-a 中 解析 和 并 有 
界 。 证 明 ， 在 例 10.4.1 F, WẸ vo 二 f(z)， 删 经 过 选 代 得 到 
相同 的 解 v(=)4 怎样 说 明 由 它 可 以 证 积分 方程 解 的 唯一 性 ? 

4, 在 例 10.4.1 中 ， 试 求 出 vz(z) 的 到 两 项 的 BRI 
A (过 常数 项 ) ， 并 证 明 它 与 形式 解 站 到 cz : 项 之 前 有 相同 

fy FARK. 
5. 利用 Bessel 画 数 7,(z) WERA ERFA, IHF 


ER Xs 当 ee HA I~ y 。 
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Analytic functions, §2.2 py es HK 
compact families of ~, §4.2 ~ BY RRE 
complete~, §4.5 完全 的 ~ 
~defined by integration. §3.5 

§4.9 用 积分 定义 ~ 
element of~, §4.5 ~R 
normal families of~, §4.2 ~ AY) TE Ae 
singularities of, §4.5,4.6 

§5.1 一 的 奇 点 
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~of two complex variables, 


$4.7 ' 两 个 复 变 基 的 ~ 
zeros of~, §4.4 ~ 的 看 点 
Analyticity §2.2 解析 性 
Argument §1.2 Hf 
principle of the~, §5.3 ~ 原理 
Asymptotic expansion, §10.1 Pers AIT 
~of the Airy function, §10,3 Airy WaR 
~of Bessel functions, $10.4 LERMA 
~of Fresnal integrals, §10.3 RAS H~ 
~of Gamana function §10,3 ?一 画 数 的 一 
~oi integrals, §10.3 . 积分 的 一 a le 


~by integration by parts §10,3 利用 分 部 积分 法 的 一 
~by the method of Stitionary 


phase, §10.3 利用 稳定 相位 法 的 一 
operations on~, §10.2 ~ 的 运算 
~by steepest descent, §10.3 利用 最 速 下 降 法 的 ~ 
Asymptotic formula, §10.1 HUE 


~for Bessel functions, §10,3 贝 塞 尔 画 数 的 一 
Asymptotic power series, §10.1 IRRA 


operations on~, §10,2. ~ 的 运算 
Asymptotic sequences, §10.1 渐 近 序列 
B å 
Bessel functions : JU ER Big Be 


asymptotic expansion of ~, 810.4 ~ 的 渐 近 展开 
asymptotic formula for~, §10.4 ~ 的 渐 近 公式 
~of the first kind, §7.5 第 一 类 ~ 
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generating functions for-~, - ~ ASAE PR (K 
87.5 REN) 

integral representation for~, §7,5 ~ 的 积分 表示 

recurrence relations for~, §7.5 ~ AY BHE DS KK 


~of the second kind, 87.5 第 二 类 ~ 
Bessel’s differential equation, 

87 .1 : 贝 塞 尔 微分 方程 
Bessel's inequality, §8.1 贝 塞 尔 不 等 式 
Bolzano—Weierstrass theorem, Be AS BEE HE 

§1.4 | 拉 斯 定理 
Branch cut, $2.5 分 梳 切 割 
Branch point, §2,5,2.6 . A, PRA 

order of ~, 82,6 支点 的 阶 
C 
Cauchy formulas §3.6 .和 柯 西 ( 哥 西 ) 公 式 
Cauchy’ inequalities §3.6 ey a (A PG) A 
Cauchy majorant method, §4,4 Fol BG CF PG ) BR og BR 
§7 .2,87.4 Fe] FG CAF Ge BE 


Cauchy principal value §3.5 HAEA 
Cauchy—Riemann Conditions - HACR RRR 


§2.3 件 
necessary~ §2.3 . ~ 必要 性 
sufficient~ §2.3 一 充分 性 
Cavchy—Riemann equations §2.3 柯 西 ( 哥 西 ) 一 黎 曼 方程 
polar form of~, §2,3 人 的 极 坐 标 形式 
‘Cauchy's theorem, §3.3 柯 西 ( 哥 西 ? 定 理 
implications of ~, §2.4 EE 
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Chain rule 82 .2 
Closed loop system, §9,5 
Complex plane §1,3 
extended §1.5 
Conformal mapping, §2,4, 
6.4 
Conjugate §1.2, §1.3 
~harmonic function, §2.2 
Continuity, §2,1 
uniform~ §2,1 
Contour 
infinite~ §4,9 
simple~ §1.6 
simple closed~§1.6 
Convolution, §8.4 §9.2 
Crass ratio, §4,4 


Damping, §9.4 
critical~ 89.4 ` 
over—~ §9.4 
under—~ §9.4 


Dependent functions, linearly, 


§7.3 
Derivative, §2.2 
~of a polynomial §2,2 


~of a rational function, 2,2 


Differentiability, §2.2 


链 式 法 则 

HARHA 

复 平面 
广义 ~ 


保 角 映射 《或 共 形 变 


te. REZAR) 
Se HE 
~ 调和 西数 
连续 性 
线路 ， 围 线 ， 国道 
无 穷 ~ 
简单 ~ 
简单 闭合 ~ 
EM 
奖 比 ， 非 调和 比 


HE, Wii 
Iai 
过 ~ 
人 次 一 


BR TEARS BS A 
FS. WA 
多 项 式 的 入 
ARAA ~ 
可 微 性 
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卫 .fferential equation 


Complementary solution of ~ 


$9.4 
general solution of~ §7,3 
homogeneous~ §7.3 
nonhomogeneous~, §7.3 
normal solutions of~ §10.4 


ordinary point of~ §7.3 


particular soltiuon of ~, §9.4 


regular singular poins of ~ 


§7.4 


steady state solution of~ §9,4 


§9,5 


subnormal solution of~ 810.4 


transient solution of~, §9.4, 


§9.5 
Diffraction, plane wave, §8.7 
Dipole (H, Doublet) §6.6 
Dirichlet problem §6.1, 6.2 
§6.8 
. Distributive law §1.2 
Division §1.2 1.3 
Domain §1.6 
~oi a function §2,1 
Double sequence §4,7 
Cauchy criterion for~ §4.7 


Convergence of ~ §4.7 
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微分 方程 


.~ 的 补 解 
人 ~ 的 通 解 
齐 欧 ~ 
EFR 
一 的 标 北 解 
六 的 寻常 点 
一 的 特 解 


~ AY TED Ar 


HESR 
~ 的 付 标准 解 


~HE A 
绕 射 、 和 衍射、 平面 波 
BRT 
KAE GEEKY) 
问题 
分 配 律 
除 
W, ENIR 
KA~ 

二 重 序列 

一 的 柯 西 〈 哥 西 ) 
特别 准则 

~ PUI EK 
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divergences of ~ §4,7 

iterated limits of ~ §4,7 

limit of~ §4.7 

uniform convergence of~, §4.7 
Double series. §4.7 


absoluse convergence of~, §4.7 


convergence of~ §4.7 
divergence, of ~ $4.7 
summation by columns of~ 
§4.7 

summation by rows of~, §4,7 
uniform convergence of~, §4,7 
M—test for~ 84.7 

Doublet, §6.6 


Eigenfunction, §7.7 


expansion~, §7.7 
Eigenvalue, §7.7 
Electrostatics, §6.1 
Entire functions, §3.6, §5.5 
Equality, §1.2 
Equivalence relation, §1.2 
Euler's differential equation §7,1 
Exponential function, §2.5 


~ Hy BRK 
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~ AY BK 
二 重 级 数 
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~ BY Bkk 
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偶 极 子 


AE IK, FEMA, 
固有 西数 

~ RIT 
AKEE FFE fl fa 
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整 画 数 

等 式 ， 相 等 
EARR 

欧 拉 微分 方程 
指数 函数 
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Fourier integral theorem, §8,2 fant (RER, 富里 
T) 积分 定理 


Fourier series, §7.1 §8.1 EH (EHR. WE 
are E T) RE 
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properties of~ §8,4 ~HE 
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Fredholm integral equation, §6.8, pr bee 
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kernel of ~ §7.8 ~ ATE 
degenerate~ §7.8 BEERS 
reciprocal kernel of ~, §7.8 .§ ~MARE 
Fresnel integrals §10.4 SEER 
asymptotic expansion of ~ 
§10.4 的 浙 近 展开 
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algebraic~, §2.5 代数 一 
analytic~ §2,2 解析 一 
complete analytic~, §4.5 完全 解析 一 
cootinuous~, §2.1 连续 ~ 
convexr~, $3.7 . h~ 
differentiable~ §2.2 可 微分 一 
domain of ~ §2.1 ~E 
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harmonic~, §2.3 调和 ~ 
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meromorphic~ §5,4 E~ 
multiple—valued~, §2.6 84.5 gi~ 
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transcendental~, §2.5 


Fundamental Theorem of Algebra, 


83.6, §5.5 
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Gamma function §4,10 
analytic continuation of ~ 
§4.10 
asympototic expansion of~, 
§10.3 


Hankel contour integral for~ 


§4.10 
infinite product for~ §4,10 
Green's function, 
~for the Dirichlet problem, 
86.3 
- generalized~, §6.2, §7.8 
~for the Neumann problem, 
§6.3 
~for ordinary dif ferential 
equations, 87.3, 87.4 
~for the Sturm—Liouville 
problem, §7.8 
Green's lemma, §3.1 
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Hankel contour integral, $4.10 
Hankel: functions, §7.5 
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超越 ~ 


代数 学 基本 定理 


7 一 汞 数 
乙 的 解析 开拓 
~ AY fit i RF 


~ 的 汉 克 尔 转 道 积分 
~HEBRR 


ie Ph S 


KARR Gh Be 
勒 ) 问题 的 ~ 
广义 ~ 

BRE GAS) 问 
mihy~ 


常 微 分 方程 的 ~ 
斯 图 并 一 刘 杂 乐 问题 
的 ~ 


格林 引 理 


汉 克 尔 围 道 积分 
MARAR 


, A 


了 oo 


Harmonic functions, §2.3 - WAEA 


conjugate~ 82.3 ii~ 
Heat equation, 86.1, §8.6 热 (传导 〉 方程 
Heat transfer, §6.1 热传导 | 
Heine—Borel theorem, §1.4 海 温 一 波 菜 尔 定理 
Helmholtz’s equation, §7.1 HREH 
L'Hospital's rule, §5.1 BOK GBA) Hill 
Hurwitz stability criterion, §9.5 Bize PI HH 
Hyperbolic. functions, §2.5 WR Hh Ee 

| I 

Identity, §1.2 Hg 

ttiqteness of ~, §1.2 “3 ~ 的 唯一 性 
Imaginary axis, §1.3 iit HA 
Imaginary part, §1,2 mB 
Impedance, complex, §9,4 复数 阻抗 
Implicit differentiation, §2.2 © FSW BMA: 
Improper integrals 广义 积分 - 
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contiruity of ~ §4.9 一 的 连续 性 

convergence of 84.9 . ~i 

uniform convergence of ~ §4.9 ~p FER 
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Independent functions, linearly, : | 

§7.3 SR FETA Ws Bk 

Infinite products, §4.8 RFRA 

absolute convergence of ~, §4,.8 六 的 绝对 收 钦 


convergence of ~, $4.8 ~ BK 
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Inverse function theorem, §4.4, 


§5.3 
Isomorphism, §1,2 
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Jordan curve theorem, §1.6 约 当 曲线 定理 
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inversion of ~ 89 ,3 ~R - 
properties of ~ §9.2 一 的 性 质 
table of ~ §9.3 ”人 ~. 
Laurent series, §4.6 Bh CREM, B25) 
级 数 
principal part of ~, 84.6 ~ ASE RB 
Legendre functions, §7.6 ERR ra 
associated~ §7.6 A (或 相 件 的 ) ~ 
~of the second kind §7.6 第 二 类 一 l 
Legendre polynomials, §7.6 勒 让 德 多 项 式 
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generating function for~ §7.6 ~ER BC CE 


HK) 
Laplace's first integral for~, ~AR TR 
87.6 , 分 


recurrence relations for~ §7.6 ~ PITRE KH 
Rodrigues’ formula for~- 87.6 ~ 的 罗杰斯 (或 罗 德 
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Length of a curve, §1.6 曲线 的 长 
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~of a double sequence, §4.7 二 重 序列 的 ~ 
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Linear fractional transformation, 
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Line integrals, §3.1 RAD 
Liouville's theorem, §3.6 WHE (WER) 定理 
Lipschitz condition, $3.5. zyn HARK, 
§7.2 EREK) 条 件 
Logarithm function, §2.5 §3.5 Sey Bie BE 
~ principal value of ~ §2.5 ~HE if 
Riemann Surface for~ §2,6 ~AR By 
M 
Maclaurin series, §4.4 马克 劳 林 级 数 
Maximum modulus principle §3.7 最 大 模 原 理 
Meromorphic functions, §5.4 Weak Re 
Metric 度量 ， 测 度 


euclidean~, -§1.3, 1.4 欧 儿 里 德 ~ 
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Monodromy theorem, $4.5 
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Morera’s theorem, §3.6 


Multiplication, §1.2, 1.3 
associativity of~ §1.2 


commutativity of~ §1.2 


~by a scalar, §1.2 


Natural boundary, §4.5 


(§L Analytic continuation) 


Negative, §1.2, 1.3 


Negative orientation, §3.4 


e—neighborhood, §1.4 


Network synthesis, §9.4 
Neumann problem,, §6.3 
Nyquist stability criterion, §9.5 


Open loop system, §9.5 


‘Order $1.2 


Ordinary point of a differential 


equation, §7.3 


Orthogonal functions, §6.2 


in.. 
度量 空间 
最 小 模 原 理 


模 、 模 数 
” 章 信 性 定理 


CURN IH) 


FARE 


Mk 
一 的 结合 性 
入 的 交换 性 
RAKA 


白 然 边界 


ARS 


AA (KH) 

。 一 邻 域 

网 络 的 综合 
GPS GAR) 问题 
REPRE 


FARA 
Br, R&R. FF. KIF 


微分 方程 的 寻常 点 
EE RK 
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Output, §9.4 输出 
l Po‘ 
Parametric equation, 316 BRA 


Partial fraction expansions, . 

.§4.6, $8.4, §9.3 部 分 分 式 展 开 
Picard theorem, §4.6 | RE GCE) €M 
Poincare—Bertrand formula 86.6， | 

§6.7, 6.8 O AMEBA 
Point set ($) $1,4 Í ARo 

boundary point of ~, §1.4 和 ~ 的 边界 点 
bounded~, §1.4 ~AR 

closed~, §1,4 H~ 

closure of~ §1.4 ~K E, 
compact~ §1.4, §1.5 | Ka~ ' 
complement of ~ §1.4 . 和 ~ 的 余 集 (或 ~ 的 补 
connected~ §1.6 - M~ 

covering by~ 81.4 - .为 ~ 所 复 盖 
disjéint~ §1.4  ， .不 相交 的 一 ， 分 离 集 
element of 81.4 . ~AR j 
empty~, §1.4 ‘ z~ 

eqnality of ~, 81.4 一 的 相等 
finite~，8T.4 l 有 限 ~- 

interior point of~, §1,4 一 的 内 点 
intersrction of ~, 1,4 : ~ 的 交集 

limit point of ~ §1,4 的 极限 点 
multiply connected, §1.6 多 器 通 ~ 
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open~, §1,4 F~ 


proper subset of~, §1.4 SHR 
simply connected~, §1,6 HA~ 
subset of ~ §1,4 gant ~A ft 
union of ~ §1.4 i ~ WIFE 
Poisson integral formula §6.2, JAA (Ch Pa, FARR) 
87.1 积分 公式 í 

Polar form 极 形式 ， 极 型 ， 极 坐 标 

` ~of the Cauchy—Riemann mp (FA) RE 

equations, §2.3 方程 的 ~ 
~of a complex number §1.3 复数 的 一 

Pole, §4.6, §5.1 R, RA 
(H, Singularity) 
order of a i ~ fy BY 

Polygonal line, §1.6 折线 

Polynamials . ”多 项 式 
roots of, §3.6 ~ 的 根 
factorization of~, §3.6 人 ~ 的 因子 分 解 

Positive orientation, §3.4 正 向 | 

Potential, - 位 势 
complex velocity~, §6.1 Sk BE ~ 
electrostatic~, §6.1 if ~~ 
yelocity~, §6.1 速度 ~- 

Power series, §4.4 ER Be 
differentiation of~, §4.4 ~ 的 微分 法 
Maclaurin~ 9§4.4 外 克 劳 林 ~ 
operations on~, 84.4 ~ 的 运算 
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radius of convergence of ~ 84.4 ~P 


Taylor~, §4.4 Re. KH CAA) ~ 
Principal part, §4.6 主 部 l 
R | 
Radiation condition, 88.7 辑 射 条 件 
Reactance, 电抗 
. Real axis, §1.3 实 轴 
Real part, 12 实 部 
. Region, §1.6- - 区 域 
Regular singular point of a 微分 方程 的 正则 奇 点 
differential equation, §7,4 
indicial equation at~ §7.4 ~ 的 指数 方程 
solution near~ 靠近 人 ~ 的 解 
Residue §5.1 残 数 、 留 数 
Residue theorem, §5.1 残 数 (RRR) 定理 
Riemann mapping theorem §6.4 RAMIE 
Riemann sphere, §1.5 Ree ER 
equator of~, §1.5 一 的 赤 边 
north pole of~, §1.5 ~ 的 北极 
sourth pole of~, §1.5 一 的 南极 
Reimann surface, §2.6, 4.5 aS Hh 
sheets of ~ §4.6 ~ Rye 
Riemann zeta function, §4,3, 
§4.10 3 RS C eK 
` Roots of unity, §1.3 f 单位 根 


Rouchers theorem, §5.3 罗 禾 定理 
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Schwarz—Christof f el 

transformation, §6.5 
Schwarz's lemma, §3.7 
Separation of variables, §7.1 
Sequences, §4.1 


Cauchy criterion for~, §4.1 


. convergence of», $4.1 
divergence. of ~, §4.1 
limit of ~, $4.1 
operations on,~§4,1 

Sequences of functions §4.2 
convergence of ~, §4.2 
differentiation of ~ §4.2 
integration of ~ §4.2 


normal convergence of~ §4.2 


HARE RAM SK 
变换 

许 瓦 尔 辫 引 理 
ERB, PBB 
序列 

~ 收 铁 的 柯 西 (F 

Ti) Aigre 

~ Hea 

一 的 发 散 

~ 的 极限 

一 的 运算 

画 数 序列 
SABIE 

一 的 微分 法 

和 ~ 的 积分 法 - 

一 的 正规 收 多 


uniform convergence of~ 84.2 ~M—-RRK . 


Simple function §6,4 


SALIH EB Bk 


Singular integral equations §6.8 ”奇异 积分 方程 


Singularity, §4.5, 4.6, 5.1 
essential~, 84.6, 5.1 
isolated~, §4.6, 5.1 
behavior near an~ §4.6 
pole, §4.6, 5.1 
removable~ §4.6, 5.1 

Sink, §6.6 


奇 点 ， 奇 异性 

本 性 ~ 

孤立 ~ 

项 立 ~- 附 近 的 性 质 
极 ， 极 点 

可 去 ~ 
汇 ， 洞 、 沟 
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Source, §6,6 
Spherical harmonics, §7.6 
Stability §9.5 ` 

~in feedback systems, §9.5 


Hurwitz criterion for~ §9.5 ` 


Nyquist criterion for~ §9.5 


~ Stationary phase, §10.3 ° 
Steepest descent, §10.3 
Stereographic projection, §1.5 
Stirling's formula, §104 
Stream function ，86 .1 
Sturm—Liouville problems 
87.7 
eigenfunction of ~, §7.7 


eigenvalue of ~ §7.7 


homogeneous~ §7,7 
regular~ 87.7 
Subharmonic functions, §3.7 
Subtraction, 81,2, 1.3 
Surface distribution, §6.7 
double layer,~§6.7 
single layer,~ §6.7 


T 


Taylar series §4,4 
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球面 调和 
稳定 性 
反馈 系统 中 的 ~ 
~HEERA BET 
~ Hew * 
则 
平稳 相位 
最 速 下 降 
球 极 平 面 射影 
斯 特 林 公 式 
pitied 
斯 图 资 一 刘 厅 尔 〈 柳 维 
尔 ) 问题 
ARERR (或 特 
AE i) 
~ AAR TEM (或 特征 
fiki) 
FR~ 
正则 ~ 
KAHAK 
IWE 
面 分 布 
双 层 和 ~ 
E~ 


ei, Ba CAH) 级 数 


$ 


ry 


Transfer function, §9.4 

Triangle inequality, §1.3 

Trigonometric functions §2.5 
inverse~ §2.5 §3.5 


U 


Unite step function, 88.4 


Variable, 
dépendent~ §2,1 
independent ~, §2,1 
Variation of parameters §7.3 
Vector space, §1.2 
Velocity potential, §6.1 
Volume distribution §6.7 


W 


Watson's lemma, §10.3 

Wave equation, §8.6, 8.7 
$9.6 

Wiener—Hopf integral equation 
§8.7 

Wiener—Hopf technique, §8.7 

Work, §3.1 

Wronskian, §7.3, 7.7 


转换 函数 ， 传 递 画 数 

三 角 不 等 式 

= fm, PR 
K~ 


PAY RK. Aiit 
EK pa 


变量 ， 变 数 
g~, A~ 
a~, i~ 
参数 变 值 法 
矢量 空间 、 向 量 空间 
速度 位 势 
体 分 布 


KE GERE) 引 理 
波动 方程 

HEA WHA Ae 
tA — AE 


功 
SAT EAT UA 
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Zero, $1.2. | Fo RA 


uniqueness of~ §1,2 ~ BY ME HE 
Zeros of analytic functions 5 
$4.4 cr cr sc 


order- of G4. 4 一 的 阶 
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